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平 而 上 投影 的 猜想 ,以 及 一 并 推广 了 拓扑 学 中 琼斯 多 项 式 和 图 论 中 塔 特 
多 项 式 ; 新 世纪 以 来 , 著 生 研究 以 图 为 代表 的 组 合 结构 的 代数 化 ; 完备 了 
地 图 及 其 计数 理论 ; 将 曲面 三 厂 s 地 图 以 及 根 图 等 统一 为 一 种 多 面 形 理 
人 ,发 现 了 一 批 组 合 泛 函 方 程 , 建 谋 让 它们 的 定性 理论 并 且 提 供 了 求 出 解 
的 有 限 正 项 和 表 水 的 统 - 沪 法 5 在 应 用 理论 方面, 主要 做 与 运筹 学 . 适 统 
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内 容 简 介 


本 书 旨 在 为 组 合 泛 函 方程 建立 一 种 普遍 的 定性 理论 , 求 出 解 的 正 项 和 表示 . 
内 容 包 括 差 分 方程 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 以 及 居中 心地 位 的 介子 泛 函 方程 . 
之 所 以 冠 以 “组 合 "一 词 ,是 因为 它们 全 是 本 书 作者 在 研究 组 合 地 图 的 各 种 分 类 
计数 中 发 现 或 由 其 他 方程 演化 而 来 的 . 借 此 ,本 书 试图 引起 人 们 在 将 来 的 工作 中 
对 这 些 方程 的 注意 . 

本 书 适合 于 大 学 数学 专业 .计算 机 科学 专业 工程 专业 高 年 级 本 科 生 研究 
生 使 用 ,同时 也 适 于 高 中 数学 教师 参考 . 
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大 学 最 重要 的 功能 是 向 社会 输送 人 才 ， 培 养 高 质量 人 才 是 高 等 教育 发 展 的 核 
心 任务 . 大 学 对 于 一 个 国家 、 民 族 乃 至 世界 的 重要 性 和 贡献 度 ， 很 大 程度 上 是 通过 
毕业 生 在 社会 各 领域 所 取得 的 成 就 来 体现 的 . 

中 国 科学 技术 大 学 建 校 只 有 短 短 的 五 十 余年 ， 之 所 以 迅速 成 为 享有 较 高 
国际 声誉 的 著名 大 学 ， 主 要 就 是 因为 她 培养 出 了 一 大 批 德 才 兼备 的 优秀 毕业 
生 . 他 们 志向 高 远 、 基 础 扎实 、 综 合 素质 高 、 创 新 能 力 强 ， 在 国内 外 科技 、 经 
济 、 教 育 等 领域 做 出 了 杰出 的 贡献 ， 为 中 国 科 大 赢得 了 “科技 英才 的 摇篮 ”的 
美誉. 

2008 年 9 月 ， 胡 锦 涛 总 书记 为 中 国 科大 建 校 五 十 周年 发 来 贺信 ， 对 我 校 办 学 
成 绩 赞誉 有 加 ， 明 确 指出 : 半 个 世纪 以 来 ， 中 国 科学 技术 大 学 依托 中 国 科学 院 ， 
按照 全 院 办 校 、 所 系 结合 的 方针 ， 弘 扬 红 专 并 进 、 理 实 交 融 的 校风 ， 努 力 推进 教 
学 和 科研 工作 的 改革 创新 ， 为 党 和 国家 培养 了 一 大 批 科技 人 才 ， 取 得 了 一 系列 具 
有 世界 先进 水 平 的 原创 性 科技 成 果 ， 为 推动 我 国 科教 事业 发 展 和 社会 主义 现代 化 
建设 做 出 了 重要 贡献 

为 反映 中 国 科 大 五 十 年 来 的 人 才 培 养 成 果 ， 展 示 我 校 毕业 生 在 科技 前 沿 的 研 
究 中 所 取得 的 最 新 进展 ， 学 校 在 建 校 五 十 周年 之 际 ， 决 定编 辑 出 版 《中 国 科学 技 
术 大 学 校友 文库 》50 种 . 选 题 及 书稿 经 过 多 轮 严 格 的 评审 和 论证 ， 入 选 书稿 学 术 
水 平 高 ， 被 列 入 “十 一 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 . 

入 选 作 者 中 ， 有 北京 初创 时 期 的 第 一 代 学 生 ， 也 有 意气 风 发 的 少年 班 毕业 生 ; 
有 “两 院 ” 院 士 ， 也 有 中 组 部 “ 千 人 计划 ”引进 人 才 ; 有 海内 外 科研 院 所 、 大 专 
院 校 的 教授 ， 也 有 人 金融、IT 行业 的 英才 ; 有 默默 奉献 、 失 志 报国 的 科技 将 军 ， 也 
有 在 国际 前 沿 奋 力 拼 持 的 科研 将 才 ; 有 “文革 ”后 留美 学 者 中 第 一 位 担任 美国 大 
学 系 主任 的 青年 教授 ， 也 有 首 批 获得 新 中 国 博士 学 位 的 中 年 学 者 …… 在 母校 五 
十 周年 华诞 之 际 ， 他 们 通过 著 书 立 说 的 独特 方式 ， 向 母校 献礼 ， 其 深情 厚谊 ， 令 
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人 感 佩 ! 

《文库 》 于 2008 年 9 月 纪念 建 校 五 十 周年 之 际 陆续 出 版 ， 现 已 出 书 53 部 ， 
在 学 术 界 产生 了 很 好 的 反响 . 其 中 , 《北京 谱 仪 工 : 正 负电 子 物理 》 获 得 中 国 出 
版 政府 奖 ; 中 国 物 理学 会 每 年 面向 海内 外 送 选 10 部 “值得 推荐 的 物理 学 新 书 ”， 
2009 年 和 2010 年 , 《文库 》 先 后 有 3 部 专著 入 选 ， 新 闻 出 版 总 署 总 结 “ “十 一 五 
国家 重点 图 书 出 版 规划 ”科技 类 出 版 成 果 时 ， 重 点 表彰 了 《文库 》 的 2 部 著作 ; 
新 华 书 店 总 店 《 新 华 书目 报 》 也 以 一 本 书 一 个 整 版 的 篇 幅 ， 多 期 访谈 《文库 》 作 
者 . 此 外 ， 尚 有 十 数 种 图 书 分 别 获得 中 国 大 学 出 版 社 协会 、 安 徽 省 人 民政 府 、 华 东 
地 区 大 学 出 版 社 研究 会 等 政府 和 行业 协会 的 奖励 

这 套 发 端 于 五 十 周年 校庆 之 际 的 文库 ， 能 在 两 年 的 时 间 内 形成 现在 的 规模 ， 
并 取得 这 样 的 成 绩 ， 凝 聚 了 广大 校友 的 智慧 和 对 母校 的 感情 . 学 校 决 定 ， 将 《中 国 
科学 技术 大 学 校友 文库 》 作 为 广大 校友 集中 发 表 创新 成 果 的 平台 ， 长 期 出 版 . 此 
外 ， 国 家 新 闻 出 版 总 署 已 将 该 选 题 继续 列 为 “十 二 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 ， 
希望 出 版 社 认真 做 好 编辑 出 版 工作 ， 打 造 我 国 高 水 平 科技 著作 的 品牌 

成 绩 属 于 过 去 ， 辉 煌 仍 待 新 创 . 中 国 科 大 的 创办 与 发 展 ， 首 要 目标 就 是 围绕 国 
家 战略 需求 ， 培 养 造就 世界 一 流 科 学 家 和 科技 领军 人 才 . 五 十 年 来 ， 我 们 一 直 遵 特 
这 一 目标 定位 ， 积 极 探 索 科教 紧密 结合 、 培 养 创新 拔尖 人 才 的 成 功 之 路 ， 取 得 了 
令 人 瞩目 的 成 就 ， 也 受到 社会 各 界 的 肯定 . 在 未 来 的 发 展 中 ， 我 们 依然 要 牢 牢 把 握 
“ 育 人 是 大 学 第 一 要 务 ”的 宗旨 ， 在 坚守 优良 传统 的 基础 上 ， 不 断 改 革 创 新 ， 进 一 
步 提高 教育 教学 质量 ， 努 力 践 行 严 济 驴 老 校 长 提出 的 “ 创 赛 宇 学 府 ， 痛 天 下 英才 ” 
的 使 命 . 
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中 国 科学 技术 大 学 校长 
中 国 科学 院 院 士 
第 三 世界 科学 院 院士 
2010 年 12 月 


本 书 间 在 专门 讨论 组 合 泛 函 方程 , 内 容 包括 差分 方程 、 常 微分 方程 、 偏 微分 
方程 以 及 介子 泛 函 方程 . 之 所 以 冠 以 “组 合 ”一 词 , 是 因为 它们 都 在 组 合 学 中 有 意 
义 , 事实 上 , 它们 全 是 本 书 作 者 近 30 年 来 在 各 种 地 图 同 构 分 类 的 计数 中 发 现 或 由 
其 他 方程 演化 而 来 的 . 考虑 到 普遍 性 , 本 书 试 图 引起 人 们 在 将 来 的 工作 中 对 这 些 
方程 的 注意 . 

这 部 专著 分 三 个 重要 阶段 . 

第 一 阶段 是 在 Tutte 平面 根 三 角 剖 分 的 计数 过 程 中 , 解 二 次 函数 方程 重 根 法 
的 基础 上 , 发 现 非 二 次 函数 方程 采用 特征 曲线 的 解法 ( 重 根 法 , 或 二 次 法 , 可 视 为 
特例 ). 同时 将 参数 方程 转化 为 差分 方程 和 微分 方程 . 

这 一 阶段 有 两 个 主要 任务 . 

任务 1: 发 现 尽 可 能 多 的 具有 相当 普遍 性 的 地 图 类 . 通过 对 每 类 地 图 进行 合 
适 的 分 解 , 可 以 对 于 适合 的 参数 , 导出 在 任何 给 定 参 数 下 , 这 类 地 图 根 同 构 类 数 的 
计数 函数 所 满足 的 方程 . 

这 里 , 有 两 个 关键 点 . 

一 个 是 选择 适合 的 计数 参数 , 因为 如 果 选 择 不 当 , 就 会 难以 找到 合适 的 分 解 . 

另 一 个 是 找到 合适 的 分 解 , 因为 即使 找到 了 一 个 分 解 , 如 不 合适 也 是 枉然 . 在 
这 个 过 程 中 , 所 建立 起 来 的 各 种 类 型 的 无 限 集合 的 分 解 理 论 , 也 为 下 两 个 阶段 建 
立 更 具 普遍 性 的 方程 黄 定 了 理论 根基 . 

任务 2: 求 出 这 个 满足 给 定 方程 的 所 需要 的 解 . 这 些 方程 的 未 定 元 一 般 至 少 
是 两 个 变 元 的 函数 , 同时 还 带 至 少 一 个 由 这 个 未 定 元 决定 的 , 但 少 一 个 变 元 的 函 
数 , 我 们 称 之 为 侧 函 数 , 由 此 导致 直接 求解 困难 . 

如 果 能 首先 将 侧 函数 求 出 来 , 那么 原 方程 在 原则 上 可 以 直接 求解 . 

为 了 确定 侧 函 数 , 先 要 选择 一 个 或 几 个 参数 , 通过 特征 曲线 或 曲面 建立 一 个 
至 少 减少 一 个 变 元 的 方程 组 , 设法 用 Lagrange 隐 函 数 定理 (或 Lagrange 反 演 )， 
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求 出 这 些 侧 函数 . 将 原 方程 变 为 通常 的 多 变量 函数 方程 . 如 果 方 程 是 二 次 的 , 这 样 
的 一 类 消 元 法 就 是 Tutte 在 研究 平面 三 角 化 时 所 说 的 二 次 法 . 

这 里 , 也 有 两 个 关键 点 . 

一 个 是 如 何 对 方程 选择 参数 . 这 种 参数 必 将 决定 所 得 的 方程 组 是 否 相 容 , 以 
及 求解 这 个 方程 组 能 否 回避 可 能 产生 的 复杂 性 . 

另 一 个 就 是 如 何 变换 这 些 参数 , 使 得 反 演 出 的 结果 有 利于 进一步 地 尽量 简化 
到 正 项 和 , 甚至 单项 ( 即 无 和 ) 显 式 . 

本 书 的 第 3 章 至 第 7 章 中 所 出 现 的 方程 , 多 可 采用 这 种 消 元 法 求解 . 这 里 , 完 
全 没有 必要 如 此 , 而 只 需 在 扩张 整 域 中 进行 运算 就 够 了 . 在 第 1 章 中 , 之 所 以 提 到 
Lagrange 反 演 , 是 因为 这 些 方程 在 应 用 实例 中 屡见不鲜 . 

下 面 的 两 个 阶段 都 是 讨论 从 无 穷 计数 参数 演化 来 的 方程 , 称 为 介子 泛 函 方程 ， 
或 者 简称 介子 方程 . 

关于 介子 泛 函 , 第 2 章 仅 就 与 求解 有 关 的 方面 提供 本 书 所 需要 的 一 个 预备 理 
论 基 础 . 

第 二 阶段 是 关于 平面 型 介子 方程 的 发 现 , 用 无 穷 维 的 矩阵 分 析 和 Lagrange 
反 演 求解 其 中 的 一 些 方程 . 

在 第 8 章 中 , 所 讨论 的 都 是 外 面 型 介子 泛 函 方程 , 建立 了 其 适 定性 理论 , 求 出 
了 其 解 的 正 项 和 递 推 形式 . 这 类 方程 都 是 在 研究 非 外 平面 的 平面 地 图 的 计数 根 同 
构 类 数 时 发 现 的. 由 线性 性 , 还 可 以 用 无 穷 维 的 矩阵 分 析 和 Lagrange 反 演 , 求 它 
们 解 的 正 项 和 或 单项 显 式 . 

在 第 9 章 中 , 所 讨论 的 都 是 内 面 型 介子 泛 函 方程 , 建立 了 其 适 定性 理论 , 求 
出 了 解 的 正 项 和 递 推 形式 . 因为 这 类 方程 全 是 在 研究 非 外 平面 的 平面 地 图 的 计数 
根 同 构 类 数 时 发 现 或 衍生 出 来 的 , 根据 适 定性 , 它们 的 解 也 可 以 从 相应 的 计数 得 
到 . 由 非 线性 性 , 至 今 无 论 从 这 个 递 推 形式 , 还 是 从 相应 的 计数 中 , 都 未 发 现 直 接 
显 式 . 虽然 给 定 地 图 基 图 上 的 所 有 臂 对 以 及 每 一 对 的 重 数 , 然后 通过 自 伴 同 构 群 
的 阶 , 由 根 地 图 计数 的 结果 就 可 以 直接 得 到 一 个 无 和 显 式 , 不 过 , 这 个 式 子 的 表达 
似 会 过 于 复杂 . 

第 三 阶段 是 曲面 型 介子 方程 的 发 现 , 以 及 通过 计数 理论 导出 其 中 一 些 方程 解 
的 显 式 , 为 直接 求解 提供 了 明确 的 目标 . 这 些 者 围绕 地 图 的 计数 . 

在 第 10 章 中 , 所 讨论 的 都 是 曲面 型 介子 泛 函 方程 ,建立 了 它们 的 适 定性 理论 ， 
求 出 了 解 的 正 项 和 递 推 形式 . 

这 些 方程 全 是 在 研究 曲面 上 地 图 的 计数 根 同 构 类 数 时 发 现 或 衍生 出 来 的 . 根 
据 适 定性 , 它们 的 解 也 可 以 从 相应 的 计数 得 到 . 

对 于 这 些 方程 , 在 这 本 书 中 , 都 求 出 了 其 解 的 正 项 和 递 推 形式 . 但 从 这 些 递 扒 
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形式 出 发 , 还 没有 导出 直接 显 式 . 不 过 , 从 相应 的 地 图 计数 , 通过 地 图 基 图 的 自 伴 
同 构 群 的 阶 , 都 已 经 得 到 了 解 的 无 和 显 式 . 

虽然 本 书 的 主要 内 容 完 全 不 依赖 地 图 计数 , 但 根据 这 里 提供 的 理论 , 地 图 计 
数 确 可 以 视 为 一 个 应 用 实例 . 这 就 是 为 什么 几乎 每 一 节 之 后 都 列举 出 一 些 地 图 的 
缘由 . 以 备 必要 时 验证 相关 理论 的 结果 . 

本 书 中 的 新 结果 都 得 到 过 国家 自然 科学 基金 (批准 号 : 11201024;11371052) 
的 部 分 资助 . 尤其 感谢 北京 交通 大 学 理学 院 数学 系 对 本 书 的 完成 所 给 予 的 支持 和 
帮助 . 
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2014 年 9 月 
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绪 论 


若 将 函数 都 视 为 带 一 个 或 多 个 未 定 元 的 无 穷 级 数 , 其 上 的 差分 、 微 分 、 积 分 ， 
特别 是 介子 运算 , 均 可 视 为 线性 泛 函 (前 三 者 都 是 从 函数 空间 到 它 本 身 , 后 者 为 由 
函数 空间 到 向 量 空间 ). 这些 方程 都 是 带 有 泛 函 的 方程 . 自然 , 函数 本 身 也 可 视 为 
在 全 同 变换 下 的 泛 函 . 

仅 以 单个 未 定 元 为 例 , 函数 了 = f(z) 的 形式 为 

人 z= > ao (1) 
iz0 
其 中 a; (i > 0) 为 与 > 无 直接 因果 关系 的 函数 (常数 为 其 一 个 特例 ). 记 丰 为 所 
有 这 种 函数 构成 的 空间 . 本 书 所 关心 的 差分 有 两 种 一 般 形式 . 令 Au = z 一 z. 第 
一 类 (或 称 直 差 分 ) 是 


sof = {O10 -1-1) ey. 


第 二 类 (或 称 针 差 分 ) 是 
Deafliss= 


(3) 
将 介子 泛 函 视 为 一 个 函数 空间 下 = (如 (= 1),y, 妨 ,…) 到 无 穷 维 向 量 空间 
y= (1,y1,y2，,…) 的 一 类 变换 , 用 点 表示 , 即 
一 2 i>1, 
J { 1 :=0, (9) 
其 中 y; (i 之 0) 为 向 量 空间 7 的 一 组 基 (或 生成 元 ). 


介子 泛 函 的 前 身 可 以 看 作 19 世纪 Blissard (J., 生 卒 年 份 不 详 ) 曾 用 过 的 一 
种 算 子 , 参见 文献 [3]. 20 世纪 , Rota (Gain-Carlo, 1932~1999) 曾 用 这 个 算 子 作 


zf(Cz)-zf(z) _ zf(2) -zf(z) 。 大 
Au 2 一 2 


2 组 合 泛 函 方程 论 


为 函数 空间 本 身 两 个 坐标 系 之 间 的 变换 , 称 之 为 阴影 , 提供 整数 分 拆 数 (或 集合 剖 
分 数 ) 的 一 个 简洁 表示 , 参见 文献 [91]. 随 之 , 出 现 了 一 系列 的 代数 研究 . 因为 变 
换 间 的 两 空间 不 同 , 本 书 只 能 称 我 们 的 变换 为 介子 (或 介子 泛 函 ), 以 区 别 阴影 (或 
阴影 泛 函 ). 

虽然 这 些 方程 的 解 都 有 计数 方面 的 意义 , 但 本 书 所 着 眼 的 是 如 何 从 方程 本 身 
将 其 解 提取 出 来 . 时 至 今日 , 在 尚未 能 求解 的 方程 中 , 尽管 有 些 已 经 通过 计数 公式 
的 变换 可 以 给 出 解 的 形式 , 绝 大 部 分 仍然 既 未 能 通过 计数 公式 的 变换 , 也 未 能 通 
过 方程 本 身 求 出 其 解 的 形式 . 本 书 对 正文 中 的 方程 , 在 同一 个 理论 路 线 下 , 毫 无 例 
外 地 不 仅 给 出 了 在 更 广 的 意义 下 的 定性 理论 , 而 且 提供 了 解 的 正 项 和 表示 , 以 便 
在 此 基础 上 进一步 研究 有 效 化 , 甚至 智能 化 实现 . 

在 前 两 章 中 , 提供 了 有 关 基 础 方面 的 知识 和 介子 泛 函 的 概念 , 讨论 了 一 些 基 
本 的 代数 性 质 . 以 下 诸 章 均 讨论 各 种 类 型 泛 函 方程 的 定性 理论 与 解 的 结构 . 

第 3 章 选 择 普通 多 项 式 型 一 元 函数 方程 , 即 


{ ao(7) +a(z)f + oa(7)f* +-+an(7)f" =0, 


J(0) =a, 


其 中 a > 0 为 一 个 常数 , n > 1, 讨论 了 它 的 6 种 类 型 . 并 讨论 了 它们 在 整 域 扩张 
R{z} 上 有 上 且 仅 有 一 个 解 的 条 件 , 以 及 求 这 个 解 的 一 般 方法 . 同时 , 也 研究 了 一 些 
具有 特殊 形式 的 此 类 方程 更 适用 的 也 更 行 之 有 效 的 求解 方法 . 

第 4 章 选 择 多 元 函数 方程 的 一 般 形式 
aolz; ) + oz; ff + oa; f+ +an(z;f)f" =0, 
(6) 
f(0) =a, 


其 中 z = (zo,T1,… ,Zk-1)( 自 然 , 0 为 zo = zl =… = zr-1=0 的 情形 ), f = 
(gomezk_1=0)V(zo=DV…V(zx-1)=0 (也 称 为 的 侧 函 数 ), 大 > 2 讨论 了 它 的 3 种 
类 型 . 除 在 整 域 扩张 R{z} 上 的 定性 讨论 , 以 及 导出 解 的 正 项 和 表示 外 , 还 顺便 讨 
论 这 些 方程 借助 特征 曲线 (实际 上 , 也 是 一 类 消去 法 ) 的 求解 . 这 可 以 视 为 n=2 
时 Tutte(William Thomas, 1917~2002) 所 用 二 次 方法 被 拓 广 到 更 高 次 的 情形 . 

第 5 章 讨论 了 带 有 差分 运算 的 多 元 函数 方程 , 分 为 单 变 直 差 式 、 多 变 直 差 
式 、 单 变 斜 差 式 、 多 变 斜 差 式 和 直 斜 混合 式 5 种 类 型 . 虽然 也 可 转化 为 单 变 元 和 
多 变 元 函数 方程 求解 , 但 这 里 只 用 在 扩张 整 域 尺 {z,y} 上 的 运算 . 

只 要 能 确定 方程 式 (6) 中 出 现 的 所 有 侧 函 数 , 就 能 将 方程 式 (6) 转化 为 方程 
式 (5). 在 第 6 章 专 门 讨 论 了 为 确定 这 些 侧 函 数 而 建立 的 常 微分 方程 , 除 从 方程 式 
(6) 所 引出 的 常 微分 方程 外 , 还 有 Riccati 型 常 微分 方程 . 例如 文献 [57](268 页 ) 


| 2 对 = -141-2)f -af 0) 


fo=f(0)=1; 
[62](213 页 ) 中 ， 


df 
| 4 到 =-1+(1 一 27)7 一 z 广 ， (8) 


fo=f(0)=1; 
以 及 Tuttelto3l 在 研究 平面 地 图 四 色 和 时 发 现 的 方程 : 


CH df (22+57- sl) = 48z, 


dz dz 
yf 
fl:=0=0, He 


(9) 
=0. 
第 7 章 讨论 了 带 有 偏 微分 运算 的 多 元 函数 方程 . 这 些 方程 有 两 个 来 源 : 一 类 
源 自 曲面 的 四 角 化 , 例如 球面 、 柱 面 、 环 面 、 射 影 面 和 Klein 瓶 . 这 是 沿 着 一 种 新 
的 思路 发 现 的 . 另 一 类 源 自 各 种 地 图 在 曲面 上 同 构 类 的 总 和 , 诸如 


| ory (2 -zf)= =—1+(1— zyh)f, 


flz=0w=0 = 1, 


其 中 = fls=1, aeR+，a 和 0. 当 a=1 和 a=2 时 , 分别 参 见 文献 [73](192 页 ) 
和 [67](206 页 ). 又 如 方程 


(10) 


区 本 (11) 


flz=0y=0=1, 


其 中 = f|s-1, aE 民 |, a 关 0, 以 及 方程 


{ 2ar4 "中 = (- QT 这 Es )/-1 


flz=0w=0 = 1 


其 中 h= 用 =- aeE Ri,a#0. 

前 面 所 讨论 的 都 是 有 限 变 元 的 . 此 后 三 章 讨论 的 则 全 是 无 穷 变 元 带 有 介子 泛 
函 的 方程 . 由 于 上 面谈 的 有 限 情形 都 可 视 为 在 各 种 不 同 条 件 下 的 特例 , 介子 泛 函 
方程 在 本 书 中 占 了 近 2/3 的 篇 幅 . 


组 合 运 函 方程 论 


在 第 8 章 中 , 所 讨论 的 都 是 线性 形式 的 介子 泛 函 方程 , 给 出 了 8 种 类 型 . 例 


如 , 植树 型 : 
| f= nt (EF 二 )， 
fly=0 =0, 
参见 文献 [22,24]. 普 树 型 : 
f=1+z | (vers(ufle=s), 
二 
flz=0w=0 = 1, 
参见 文献 [22,24]. 注意 , 原 方程 有 误 , 以 此 为 准 . 单 图 型 : 
| f =z fee tz { arfl-， 


flz=0w=0 = 0, 


其 中 firvee 已 由 方程 式 (14) 的 解 确定 , 参见 文献 [22,24]. 超 轮 型 : 


{ f=2+ (#7) 


fle=0g=6 = 0, 
其 中 y= (yz,ya,ya,…). 从 而 六 = 她 好 嫩 …. 冬 梅 型 : 
Ty: 
| (1-2)f= t+ vires), 


flz=0w=0 = 1, 


(13) 


(14) 


15) 


16) 


17) 


参见 文献 [22,24]. 注意 , 在 6.,y 下 的 uf|z=w 更 正 了 原文 的 笔 误 v 二 ujfl-= 而 且 


始 条 件 也 不 同 了 . 无 裂 外 面 型 : 


[ee 和 


jf|z=oy=o =0， 


参见 文献 [30]. 受 限 外 面 型 : 
| f=1+2f+2f (vrsufle=s)), 


flzs=0w=0 = 1, 


参见 文献 [29]. 普通 外 面 型 : 
{ g9=1+z2p(z)g+ zf (v6z,v (ugls=u)), 


gls=05=0 = 1, 


(18) 


(19) 


(20) 


绪论 


其 中 p(z) e 入 +{z}, 使 得 对 任何 整数 n>0, pm 二 0mp ER+, $2it1 二 0 (> 


第 9 章 提供 了 9 种 类 型 的 介子 泛 函 方程 . 除 内 面 Halin 型 : 


| (= 元) 


Og 
gz=0w=0 = 0, EE 


z=0,y=0 全 

外 , 全 是 非 线性 的 . 参见 文献 [65](41 页 , 式 (2.2.6)). 例如 , 普通 内 面 型 : 
9 一 1 十 7z29? +z[ (v8zs(ugls=s)), 
gly=0===0 = 1, 


参见 文献 [58](204 页 ). 无 环 内 面 型 : 


1 
| 四 1 一 9ev(u2gl==o) 


外-=-o-w-o 三 1， 


参见 文献 [67](179 页 ). 无 隔 内 面 型 ; 


二 YOr yflu=z 
{ + 直下 这 让 


由 :=o=y=o=0， 
其 中 f eR{z,Y}, 9 = (Wi,y2,Y3,…)- 单 内 面 型 : 
| 12+z 人 (vrsufls,)) = (+29) D1,), 
fosw-0= 
其 中 y= (yi,y2,y3,…) EV, 参见 文献 [39], 或 [67](194 页 ). 内 面 Buler 型 : 


{ f= 1+ 2p + {ys (Fla), 


fay = 了 


5 


0). 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


其 中 f e 大 ,8 = (1,yo,y3,…) eV, 参见 文献 [25] 或 [67](122 页 ). 无 隔 Euler 内 


面 型 : 


62 |,_ 
| u=z: 
| i rr 


Hts =0, 


(27) 
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其 中 Je 下 y = (yz,ya,ye，…), 参见 文献 [25], 或 [65](186 页 ). 无 环 Euler 内 


面 型 : 
| pa 1— Oe2,y2 (uf|,_,;) 


y1—2052,2 (uf|, 2) — T2822 (vf) _,s) (28) 


lo = 


其 中 fe 天 ,y= (yi1,y2,ya,…). 在 文献 [25] 或 [65](186 页 ) 中 , 可 见 到 方程 式 (28) 
的 第 一 式 或 它 的 等 价 形式 . 单 二 部 内 面 型 : 


{ GD f= + (v6:), 


下 =1. 


在 文献 [57](231 页 ), 或 [59](271 页 ) 中 , 可 看 到 方程 式 (29) 的 第 一 式 或 它 的 等 价 
形式 . 

第 10 章 讨 论 了 曲面 型 的 介子 泛 函 方程 . 这 里 提供 5 种 类 型 . 例如 , 曲面 限 
端 型 : 


of 
{ zf vyQ tana(f— Ds) =0-2)f -sb a 
fz=0w=0 = 1, 
其 中 y= (wy,y2,ya,…). 曲面 无 桥 型 : 
2 0 
{ zf v9rs(9 0)|,,) = (1-z)g-za -Db, G1 
gr=0,y=0 = 4, 


其 中 a, beZ+ EGR+. 在 文献 [65](180 页 ) 中 , 可 以 看 到 形 如 式 (31) 的 方程 . 不 
过 要 注意 , 在 那里 , 偏 微分 项 的 系数 不 是 z?, 而 是 z3, 斜 差分 号 Bu 下 的 f 应 为 
f 一 1. 事实 上 , 方程 式 (30) 与 方程 式 (29) 之 间 的 不 同 , 除 在 介子 泛 函 下 的 部 分 
外 , 还 有 常数 项 . 方程 式 (29) 的 y(1+ Bu(f 一 1)|,_,), 在 方程 式 (30) 中 变 成 了 
y(8.w(9 一 1)|,_,). 曲面 无 环 型 : 


fbtof lteD), vv 这， (32) 


fls=0=w=0 = a, 


其 中 y= (yi,yo,ya,…), a, bE 及 |, 参见 文献 [67]( 方 程式 (7.4.8), 204 页 ). 曲面 
Euler 型 : 


Or? 
glz=0w=0 = 4, 


Og 
a ES es 
| 27 pb 二 (1 一 z2)9 一 7 Ly 82g|。 >， (33) 


其 中 a, be Z+ C 民 +, 参见 文献 [67](142 页 ). 曲面 普通 型 : 


f=atzf+28 +z f yasaluf ls), 
flz=0w=0 = a, 


其 中 aeZ+ G 及 +. 参见 文献 [76]. 


为 方便 , 全 书 采用 通常 的 逻辑 符号 约定 : 用 V,A,-, 僵 , 今 ,Y 和 分别 表示 或 ， 
与 , 否定 , 蕴涵 , 等 价 , 任意 和 存在 . 


1.1 集合 与 映射 


一 个 集合 , 就 是 将 一 些 我 们 感 兴趣 的 最 基本 的 个 体 放 在 一 起 所 组 成 的 一 个 研 
究 对 象 . 如 果 一 个 集合 由 所 有 我 们 感 兴趣 的 最 基本 的 个 体 组 成 , 则 称 它 为 通 集 , 记 
作 2. 其 中 的 每 一 个 最 基本 的 个 体 称 为 元 素 . 这 些 元 素 可 以 为 实体 (客观 存在 )， 
也 可 以 为 虚 体 (主观 腾 造 ). 通常 , 用 大 写字 母 表示 集合 , 例如 4, B, C, …; 用 小 
写字 母 表示 元 素 , 例如 a, b, c, …. 将 “a 为 集合 4 的 一 个 元 素 ” 用 “ae 4” 表示 . 
如 果 集 合 4 的 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 则 4 称 为 B 的 一 个 子 集 , 即 AC B. 没 
有 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 即 0. 

可 见 , 任何 一 个 集合 4 都 有 4 本 身 和 空 集 0 作为 子 集 . 记 O 为 由 通 集 8 的 
所 有 子 集 组 成 的 集合 , 或 者 说 集 族 , 即 O = {A|4 Cc 0}, 或 者 22. 自然 , ,2 e O. 

对 于 任何 两 个 集合 A, Be O, 用 U 和 mn 表示 它们 之 间 的 运算 , 分 别称 为 并 和 
交 , 即 


4UB={zlze4 或 zeB}j，4nB={zlrs4 且 ze 也 }. 


集合 4 减 集合 B 就 是 从 4 中 除去 属于 B 的 元 素 , 所 得 结果 用 4\B 表示 ， 
称 为 4 与 B 的 差 .如果 BC 4, 这 个 差 还 可 用 4 一 B 表示 . 车 4= 0, 则 记 
B= 一 B, 称 为 B 的 补 . 
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运算 U 和 mn 都 满足 交换 律 和 结合 律 , 可 采用 记号 
U4 和 门 4 (1.1.1) 
i=1 i=l1 


其 中 hi € 1 (1 < i<n), n 之 1 为 任何 给 定 的 正 整数 . 它们 之 间 还 满足 分 配 律 . 这 
些 与 算术 中 的 情形 相仿 . 然而 , 集合 的 寡 同 律 、 吸 收 律 、 单 补 律 和 通 界 律 在 算术 
中 则 是 没有 的 (参见 [68], 81.1). 在 此 基础 上 , 可 以 导出 下 面 的 结论 . 


定理 1.1.1 对 任何 4,X Cf, 有 


(ANX=A)V(AUX=X) = A=0%, 
(ANX=X)vV(AUX=A4) = 4=0. 


(1.1.2) 
定理 1.1.2 对 任何 4,B C 8, 有 
ANB=A $$ AUB=B. (1.1.3) 
定理 1.1.3 对 任何 4, B,C C 8, 有 
(A4NB=ANC)A(AUB=AUC) $$ B=C. (1.1.4) 
定理 1.1.4 对 任何 4SC, 有 
(4e)* = 4. (1.1.5) 
定理 1.1.5 对 任何 4,BCQ, 有 
(4uB)"=4enBe，(4nB) "= 4cuBe. (1.1.6) 


令 4,B CQ. 从 4 到 B 的 一 个 映射 就 是 对 4 的 每 一 个 元 素 与 B 的 一 个 元 
素 给 出 一 个 对 应 . 集合 4 中 的 元 素 称 为 这 个 映射 的 后 像 , 或 者 原 像 ， B 中 的 元 素 
称 为 前 像 或 者 像 . 

记 

AxB= {(z,9)| vr € A,vy € B}, 

称 之 为 备 卡 儿 积 . 一 个 集合 X 与 它 本 身 的 笛 卡 儿 积 也 称 乘 方 . 例如 , Xx 头 ==X?. 
一 般 地 , X" -1 x 天 =Xn", 其 中 n>1. 规定 X%=0 和 X!=XX. 

运算 并 、 交 和 差 都 是 从 22 x 2? 到 22 的 映射 . 而 补 运 算 则 是 从 2? 到 它 自 
身 的 映射 . 

从 4 到 B 的 一 个 单 射 是 指 这 样 的 一 个 映射 a: A 一 B, 使 得 对 Va,be 4， 


ab =S a(la)A#a(b). 
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单 射 也 称 为 1-1 映射 . 一 个 满 射 则 是 这 样 的 一 个 映射 6: 4 一 B, 使 得 对 Vb e B， 
3a€ A, Bla)=b. 


例如 , 并 、 交 以 及 差 都 是 满 射 , 而 不 是 单 射 . 如 果 一 个 映射 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 
称 之 为 双 射 , 或 者 说 1-1 对 应 . 例如 , 补 运算 就 是 一 个 双 射 . 

如 果 在 一 个 集合 中 允许 两 个 元 素 是 相同 的 , 或 者 带 相同 的 标志 , 则 称 之 为 带 
重 集 ; 否则 , 称 为 非 重 集 . 

如 果 两 个 带 重 集 4 和 B 之 间 有 一 个 双 射 , 则 称 它们 有 相同 的 基数 , 即 
141=| B1. 例如 , 正 整数 的 集合 与 正 偶数 的 集合 具有 相同 的 基数 . 两 个 有 限 集 的 
元 素 个 数 相同 , 当 且 仅 当 它们 的 基数 相同 . 基数 有 限 的 集合 称 为 有 限 集 ; 否则 , 称 
为 无 限 集 . 对 于 有 限 集 X 和 了 ,有 


[XxY|=|X|x|Y|=|XIIY|. 


若 用 XY 表示 所 有 从 X 到 Y 映射 的 集合 , 则 | XY |=|Y XI. 

两 个 带 重 集 4 和 B 同 构 , 就 是 指 这 两 个 带 重 集 之 间 有 一 个 双 射 , 使 得 有 相同 
标志 元 素 的 像 也 带 相同 的 标志 . 用 4 兰 已 表示 4 与 B 同 构 . 可 见 , 同 构 的 集合 
具有 相同 的 基数 . 


定理 1.1.6 两 个 非 重 集 4 和 B 同 构 的 充 要 条 件 是 
14|=|B|. (1.1.7) 


证 明 必要 性 可 从 同 构 和 集合 的 基数 概念 的 意义 直接 导出 . 反之 , 由 于 4 与 
B 的 基数 相同 , 它们 之 间 存在 一 个 双 射 . 由 于 无 重 元 素 , 这 个 双 射 本 身 就 提供 了 一 
个 同 构 . 充分 性 成 立 . 口 


对 于 带 重 集 , 虽然 要 复杂 些 , 但 还 算 简 单 . 只 要 将 有 相同 标志 的 元 素 区 别 成 子 
集 , 按 元 素数 从 大 到 小 排 个 次 序 , 视 子 集中 的 元 素 互 不 相同 , 再 依次 用 定理 1.1.6 
中 的 式 (1.1.7) , 即 可 识别 两 个 带 重 集 的 同 构 . 

判定 系统 (24;U,m,*) 与 (28;U,m* ) 是 否 同 构 , 由 于 涉及 运算 规则 , 故 通常 不 
会 那么 简单 . 


推论 1.1.1 对 于 非 重 集 4, 令 $ 是 从 4 的 所 有 元 素 发 出 的 一 个 单 射 , 则 
4 全 8(4), 其 中 9(4)= {yl3z € 4,6(z) = 分 . 


证 明 ”因为 这 时 $ 也 是 一 个 满 射 , 由 定理 1.1.6, 即 可 得 欲 证 的 结论 . 口 
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若 4 是 带 重 集 , 经 将 定理 1.1.6 推广 到 带 重 集 相仿 的 讨论 , 也 可 得 推论 1.1.1 
对 于 带 重 集 的 情形 . 

在 一 个 集合 4 夭 W 上 , 如 果 有 一 个 运算 , 记 为 。, 使 得 满足 下 面 的 群 性 1~ 群 
性 4 则 称 4 的 这 个 结构 为 一 个 群 , 用 (4;o,1()) 表示 : 

群 性 1( 封 闭 律 ) 对 Yz,ye4, rzoye4i 

群 性 2( 结 合 律 ) 对 Yz,y,ze4, (zoy)oz=zo(yoz)i 

群 性 3( 么 元 律 ) 3l(o)( 或 简 记 为 1) e 4, 使 得 vze 5, z.1(o = zi 

群 性 4( 逆 元 律 ) 对 vze 3,3ye5S, rzoy= lo. 

如 果 在 群 中 的 运算 还 满足 交换 律 , 则 这 个 群 称 为 交换 群 , 或 者 Abel 群 . 对 于 
Abel 群 , 运算 。 总 是 用 + 代替 ; 同时 , 其 么 元 用 0 代替 . 

如 果 在 一 个 Abel 群 (4;+,0) 上 , 还 有 另 一 个 运算 , 用 表示, 使 得 只 满足 群 
性 1~ 群 性 3, 0= 10) 天 10 = 了 以 及 

分 配 律 对 Yabce4， 


(a+b):c=a:c+b:c, c:(a+b)=c:atce:b, (1.1.8) 


则 称 4 的 这 个 结构 为 一 个 环 , 用 (4; +,…0,1) 表示 . 在 一 个 环 上 , 如 果 运 算 . 也 满 
足 交换 律 , 则 称 它 为 交换 环 . 

如 果 一 个 交换 环 (4;+，…,0,1) 还 满足 下 面 的 消去 律 , 则 称 之 为 一 个 整 域 ; 

消去 律 对 a,b,ce A,c 冯 0, 如 果 a:c=bc, 则 a=b. 

在 一 个 交换 环 (4; 十 ,…,0,1) 上 , 对 va es 4,a 关 0, 都 存在 a-!, 使 得 a:a-! = 
a-1.a ==1, 则 称 之 为 一 个 域 . 

所 谓 FR 上 的 一 个 空间 (准确 地 说 , 向 量 空间 或 线性 空间 ), 常 记 为 (X,F; 十 , 。) 
(或 简 记 为 ), 就 是 指 一 个 Abel 群 (区 ,十 ), 或 同样 地 简 记 为 , 伴 之 以 一 个 域 
(或 整 域 ) (Ff 十, 。), 或 简 记 为 F, 并 满足 下 面 的 四 条 公理 : 空间 性 1~ 空间 性 4. 其 
中 , 二 元 运算 “+” 称 为 向 量 和 ,“e” 称 为 标量 积 . 在 Abel 群 和 域 尺 上 的 加 法 
用 同样 的 记号 . 标量 积 ce4, 或 简 记 为 ah, 是 对 于 aE 和 AEX 的, 而且 与 下 
中 的 乘法 用 相同 的 记号 . * 中 的 元 称 为 向 量 , F 中 的 元 称 为 标量 . 

空间 性 1 对 Yae FvA,BeX,a(A+B)=aA+aB; 

空间 性 2 对 Va,be FvAEX,(a+b)A =aA+bA; 

空间 性 3 对 Ya,be FVAEX,(ab)A =a(bA); 

空间 性 4 对 vAEeX,14=A. 

似乎 在 空间 的 向 量 与 标量 之 间 需 要 说 明 的 仅 是 在 符号 上 的 区 别 . 分 别 
用 0x 和 0r 表示 + 和 下 的 零 元 ,然而 , 由 空间 性 1~ 空间 性 4 可 以 看 出 ， 
YA Ext,0F 和 =0x; Yae Fa0x =0x. 这 种 区 别 总 是 可 以 略 而 不 计 , 并 简单 地 用 
0 表示 0r 和 0x. 设 有 域 F 上 的 空间 的 一 个 子 集 CX, 若 本 身 也 是 一 个 
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空间 , 并 且 其 中 的 运算 与 的 相同 , 则 称 7 为 * 的 一 个 子 空间 , 记 为 2 Cvect 区 
(或 在 不 致 混淆 时 , 简 记 为 EX ). 零 元 0 属于 任何 空间 , 而 且 它 本 身 也 是 一 个 
空间 , 称 为 零 空 间或 平凡 空间 , 用 {0} 表示 . 任何 一 个 非 零 二 阶 向 量 与 0 形成 一 
个 子 空间 , 记 为 7. 


1.2” 国 数 与 变换 


当 O=2x (X 为 数 的 集合 ) 时 ,集合 Ae OO 和 Be 0O 之 间 的 映射 $ 就 是 函数 . 
集合 4 和 B 分 别称 为 $ 的 定义 域 和 值 域 . 集合 D= {zl3ye B,y= (7)}CA 和 
Y= {yl3z € 4,y = 9(z)} 5 B 分 别称 为 $ 的 原 像 集 和 像 集 . 如 果 DC X" (n 是 
一 个 正 整 数 ), 则 函数 9 称 为 n 元 函数 , 常 记 为 $= gz),z= (TZ1,T2,… ,Tn) 为 行 
向 量 . 若 n=1, 则 称 9 为 单 变量 函数 ; 若 n>>2, 称 之 为 多 变量 函数 . 若 $(0) =0， 
则 9 称 为 齐 函 数 . 

本 书 所 涉及 的 有 整数 集 Z、 有 理 数 集 Q、 实 数 集 及 和 复数 集 C. 若 无 特别 说 
明 , 关于 定义 域 和 值 域 , 都 在 实数 集中 讨论 函数 . 

两 个 函数 f 和 9 相等 , 即 f = g, 是 指 它们 有 相同 的 定义 域 和 值 域 , 并 且 对 公 
共 定 义 域 上 的 任何 元 素 z, 都 有 f(z) = 9g(z). 

若 一 个 函数 Bp 具有 这 样 的 性 质 : 对 Vz, y， 


p(T+Y) = (7)+ p(yY), (1.2.1) 
则 称 $ 为 一 个 线性 函数 ; 否则 , 称 为 非 线性 函数 . 记 (a,b) = aib 十 a2b2 十 … 十 anbn， 
即 a 与 b 的 内 积 . 用 上 标 “T” 表 示 向 量 的 转 置 . 


定理 1.2.1 一 个 齐 函 数 $: R" 一 以 是 线性 的 , 当 且 仅 当 存 在 常 向 量 a， 
使 得 


$= (a,7). (1.2.2) 
证 明 因为 9 是 齐 函 数 , 所 以 有 
$(0)=0. (1.2.3) 


由 线性 性 , 即 式 (1.2.1) , 车 用 -zx 代替 y, 则 由 式 (1.2.4) , 有 9$(z)+9(-2) =0. 
从 而 
$(-7) = —9(2). (1.2.4) 
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在 式 (1.2.1) 的 基础 上 , 对 任何 正 整数 n, 归纳 地 可 得 


由 (5s) = yy (1.2.5) 


i=1 


若 取 z=zi (1 < i<n), 则 对 任何 正 整 数 n, 有 
$nz) 一 mg(Z). (1.2.6) 
由 于 (n/m)z=y, 即 nz=mngy, 从 式 (1.2.6), 得 nb(z) =mdg(y), 即 
4(29g) = gc)= 工 gg) (1.2.7) 


这 就 意味 , 由 式 (1.2.4) 可 知 式 (1.2.6) 对 于 任何 有 理 数 n 成 立 . 进而 , 由 有 理 数 的 
稠密 性 和 函数 9 的 连续 性 , 终 得 对 Ya e RR, 有 


plaz) = ag(z). (1.2.8) 


下 面 证 明 必要 性 . 因为 $ 是 线性 的 , 即 对 Vz,y € R", $(z 十 9) = 9(2) 十 $Y); 
所 以 对 于 任何 ze R, 有 
了 三 Drils, 
i=1 


其 中 1; 是 仅 第 i 个 分 量 为 1、 其 他 分 量 全 为 0 的 向 量 . 由 式 (1.2.5) 和 式 (1.2.8)， 


得 
$lz) =0( Dr) = 60). 
i=l1 i=l1 

从 而 有 式 (1.2.2) , 其 中 @ = (9(11),9(12),… ,9(1n)). 必要 性 得 证 . 

由 于 a(z’ 十 Y) = az' 十 ay, 由 式 (1.2.1) , 即 可 得 充分 性 . 口 

对 函数 yz), 作 变 量 蔡 换 z =t+a 的 运算 , 称 为 平移 . 不 难看 出 , 任何 非 齐 函 
数 都 可 由 齐 函 数 通 过 平移 得 到 . 

令 A= (aiy)i<i<nlsj<m 是 一 个 nxm 矩阵. 通过 z= 4zT 将 对 个 变量 z 用 
m 个 变量 z 代替 , 这 称 为 对 函数 $ 作 线 性 变换 . 

定理 1.2.2 在 一 个 环 上 , m xn 的 线性 变换 形成 一 个 线性 空间 . 

证 明 根据 定义 空间 的 四 条 公理 : 空间 性 1~ 空间 性 4, 所 有 m x n 矩阵 对 
于 加 法 形成 一 个 Abel 群 , 因此 线性 变换 形成 一 个 线性 空间 . 口 


虽然 定理 1.2.2 在 线性 代数 中 已 屡见不鲜 , 但 这 里 所 要 注意 的 则 是 它 的 适用 
范围 已 远 超出 了 Z, Q, R 和 C 等 . 或 者 说 , 环 中 的 元 素 可 以 是 符号 而 不 是 数 . 
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只 有 方 阵 才 对 于 矩阵 的 乘法 存在 逆 , 将 那些 存在 逆 的 矩阵 称 为 可 逆 的 . 又 知 ， 
一 个 矩阵 可 逆 当 上 且 仅 当 其 行列 式 非 零 . 

定理 1.2.3 在 一 个 环 ( 不 论 交 换 与 否 ) R 上 , 所 有 行列 式 非 零 的 矩阵 形成 
一 个 非 交 换 环 . 


证 明 从 环 的 定义 , 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 


给 定 两 个 单 变量 函数 f 和 g. 如 果 9 pe 了 的 定义 域 , 则 它们 的 合成 常 
记 为 feg = fg, 即 对 于 任何 允许 的 z, fog(z) = fj(o(z)). 但 注意 , 当 g= 了 时 ,一 
般 fog 关 f?. 例如 , 若 f(z)=z+1, 则 fo pt f(f(z))=f(z+1)=z+2, 但 
及 = (z+1)?= 22 二 27 十 1. 为 避免 混淆 , 记 fof = f%, 归纳 地 , 可 知 fof°"-!= 
fo (>3). 当 f(z)=z 时 ,有 f*"=f (n>1). 为 运算 方便 , 总 是 规定 f°! = 了 . 
这 样 的 函数 就 是 么 函数 , 也 用 1 表示 . 函数 f(z) = z” (n > 0), 称 为 紧 函 数 . 其 中 ， 
n 为 次数. 注意 , 当 n=0 时 , 寡 函 数 f(z) = 1. 

给 定 三 个 单 变量 函数 h:A 一 B,g:B 一 C 和 f:C 一 D, 且 f 和 9g 都 是 满 
射 . 下 面 看 一 看 fogoh = fgh 的 意义 . 由 于 对 Vz € A， 


(fg)h(z) = fg(h(z)) = f(gh(z)) = f(gh)(z), 


可 见 (fg)h = f(gh). 这 就 是 说 , 合成 运算 满足 结合 律 . 从 而 fgh 有 确定 的 意义 ， 

任何 一 个 函数 f :A 一 B 都 有 一 个 左 么 元 , 记 为 14, 以 及 一 个 右 么 元 , 记 为 
1a, 使 得 

14af = 了 = fls. (1.2.9) 

这 也 称 为 么 元 律 . 

设 函 数 7:5 一 T, 5C A,TCB. 如 果 对 Yre 5, 都 有 7(z)= f(z), 则 称 7 
为 f 的 限制 , 即 >= fls; 反之 , f 为 7 的 扩张 . 

设 函 数 i: 5 一 A. 若 对 Yze 5, 都 有 i(z) = z, 则 称 之 为 内 冀 . 可 见 , i = 14|s. 

任 一 函数 都 可 表示 为 两 个 函数 , 即 一 个 单 射 和 一 个 满 射 的 合成 . 假设 f 的 像 
集 为 UC B, 则 f =roi, 其 中 限制 r= fla :4 一 U 是 一 个 满 射 , 内 蕴 i:U 一 B 
是 一 个 单 射 . 

给 定 两 个 函数 f :4 一 B 和 g:B 一 4, 可 以 作 合成 运算 . 如 果 fog= 15, 则 
称 f 为 g 的 左 逆 , g 为 了 的 右 送 . 如 果 一 个 函数 既 有 左 逆 又 有 右 逆 , 则 由 乏 元 律 
式 (1.2.9) 知 , 这 个 左 道 和 右 逆 必 相等 , 并 统称 之 为 送 . 用 广 :! 表示 函数 f 的 道 . 


定理 1.2.4 ”一 个 定义 域 非 空 的 函数 有 左 逆 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 单 射 ; 一 


定义 域 非 空 的 函数 有 右 逆 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 满 射 ; 一 个 定义 域 非 空 的 函数 有 北 ， 
当 且 仅 当 它 是 一 个 双 射 . 
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证 明 假设 g:B 一 A4 有 一 个 左 逆 f:4 一 B, 则 fg=1g. 从 而 , g(z1)=g(z2) 
意味 zl = f(g(z1)) = f(g(7z2)) = z2， 这 就 是 说 , g 是 一 个 单 射 ， 反 之 , 假设 
9:B+- 4 是 一 个 单 射 . 由 于 B#0, 令 zo EB. 由 于 g 是 单 射 , 故 对 Vze 4, 至 
多 有 一 个 ye B, 使 得 g(y) = z. 令 函 数 


f(s) = y(g(y) =z)， 当 z 属于 9 的 像 集 时 ， 
Zo, 其 他 . 


容易 验证 , 对 任何 ye B, f(g(y)) =y, 即 fg =1s. 从 而 , 9 有 左 逆 . 第 一 个 结论 
得 证 . 
类 似 地 , 从 第 一 个 结论 的 证 明 也 可 导出 第 二 个 结论 . 第 三 个 结论 从 前 两 个 结 
论 直 接 导出 . 口 
在 这 个 定理 中 , 条 件 B 关 0 无 关 紧 要 , 它 也 可 以 看 作 是 此 定理 的 一 种 退化 情 


形 . 由 这 个 定理 可 导出 : 一 个 函数 是 一 个 双 射 、 一 个 函数 既 有 左 逆 又 有 右 逆 和 一 
个 函数 有 北三 者 是 同一 回 事 . 由 逆 的 唯一 性 , 可 得 


(Ca (1.2.10) 
进而 , 可 验证 两 个 函数 合成 的 逆 服 从 脱衣 规则 : 
(fg9) =g ff™. (1.2.11) 


因为 函数 的 合成 不 满足 交换 律 , 所 以 必须 注意 运算 次 序 . 
若 引进 一 个 未 定 元 z (不 一 定 是 数 !), 称 z" (整数 n>0) 为 n 次 单项 式 . 规 
定 z" = 1. 多 项 式 就 是 单项 式 的 线性 组 合 . 例如 


n 
Qo+aT+a2T? 十 … 十 Qnz" ( =azhnl = > oz) (1.2.12) 


i=0 


就 是 一 个 n(n 之 1) 次 多 项 式 的 一 般 形式 . 其 中 
@ = (a0,Q1,02 ,an), ZnHl = (1z,z2 ,7"). 
将 a 称 为 这 个 多 项 式 的 系数 . 
如 果 下 是 一 个 环 , 其 上 的 运算 为 加 (+) 和 乘 (-, 常 略 去 不 写 !), 0 和 1 分 别 为 
零 元 和 乏 元 , 令 
Pr = {azfn+ lVa €R"tl,n >0}, 
则 在 Pr 上 也 可 引进 运算 加 (二 ) 和 乘 (., 常 略 去 不 写 !) 如 下 : 


max{s,t} 


t 
Vat Doe = 》 (tbi)iz’, 
i=0 i=0 i=0 
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其 中 ai=0 (i>s>0), bi=0 (i>t>0), 


(Saiz) (362) = Far, 
i=0 j=0 k=0 


大 大 一 
总 三 > aib; = > > Qibk—j: 
ocicaosjct 10 j=0 
itI=k 


定理 1.2.5 (Pe; 十 ,,0,1) 是 一 个 环 . 


证 明 首先 , 对 于 加 法 和 乘法 , 都 可 检验 满足 群 性 1( 封 闭 律 ) 和 群 性 2( 结 合 
律 ), 甚至 交换 律 . 也 可 验证 分 配 律 , 即 式 (1.1.8) . 然后 注意 到 , 在 式 (1.2.12) 中 ， 
当 a= (0,0,0,-) =0 时 所 确定 的 多 项 式 为 零 元 , 当 a = (1,0,0,:) =0 时 所 确定 的 多 
项 式 为 么 元 . 对 于 加 法 , 由 a 所 确定 的 多 项 式 的 逆 为 由 -a 所 确定 的 多 项 式 . 但 对 
乘法 不 能 论证 逆 的 存在 . 从 而 , (Pr; 十 ,0) 是 一 个 Abel 群 , (PR;…,1) 具有 群 性 1~ 
群 性 3. 再 考虑 到 分 配 律 , 即 得 定理 . 口 


记 尺 = (PR;+,…0,1). 由 于 RC RIz], 称 环 RIz] 为 环 RR 的 一 个 扩张 . 一 般 
地 ，m (m 之 2) 元 、n (n 之 2) 次 多 项 式 


Pn(Zm) = 》 pi(zm-i)zi， (1.2.13) 
i=0 
其 中 pi(zm_1) 为 m 一 1 元 、i 次 多 项 式 , 依次 用 定理 1.2.5, 即 可 知 RIz] 是 R 的 
扩张 环 . 由 此 可 见 , 讨论 一 元 多 项 式 在 理论 上 是 有 普遍 意义 的 . 
定理 1.2.6 一 个 多 项 式 p(z) 有 一 个 因子 z 一 a, 当 且 仅 当 p(a) = 0. 


证 明 因为 p(z) 有 一 个 因子 z 一 a, 即 存在 一 个 次 小 于 p(x) 的 多 项 式 q(z) 
使 得 p(z) = (z 一 a)q(z). 从 而 , p(a) = 0. 
反之 , 因为 p(a) =0, 设 p(z) = co 十 ciz 十 caz2? 十 … 十 cnzn 有 


p(z)=》 cz 一 >》 cai=》y ci(zi—ai) 
i=1 


i=0 i=0 
n i—l 
=(z—a) (a + aD eis). 
i=2 j=0 
从 而 , p(z) 有 因子 2 一 a. 口 


定理 1.2.7 在 一 个 无 限 域 上 , 两 个 多 项 式 是 同一 个 函数 , 当 且 仅 当 它们 的 系 
数 相同 . 
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证 明 ”因为 在 无 限 域 上 的 多 项 式 函 数 环 与 多 项 式 环 同 构 , 故 这 里 无 需 区 别 它 

们 . 充分 性 是 自然 的 , 只 需 证 必要 性 . 因为 相同 的 多 项 式 有 相等 的 次 数 , 设 多 项 式 

plz) = ao+aiz 十 … 十 anzn 和 g(x) = bo 十 bz 十 … 十 bnz" 是 相同 的 . 如 果 2 
(0 < i<n), 则 由 定理 1.2.6 知 , d(z) = p(z) 一 q(z) 至 多 在 m 个 点 上 d(z) = 

他 点 处 都 有 d(z) 尖 0. 这 与 p(z) 和 4q(z) 相同 矛盾 . 口 


在 定理 1.2.7 中 , 无 限 域 不 能 改 为 有 限 域 . 例如 , 在 模 3 整数 域 Zs 上 , 多 项 式 
p(z) = z3 一 zZ 与 函数 gq(z) = 0 相同 , 但 它们 的 系数 不 同 . 

定理 1.2.8 有 且 仅 有 一 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 , 满足 给 定 n+1 个 不 同 点 
上 的 值 . 

证 明 假设 a; (0<ign) 为 n+1 个 互 不 相同 的 点 . 已 知 p(@i)=yi (0<ig 
n). 现在 , 可 以 构造 一 个 n 次 多 项 式 p(z), 使 得 p(ai) = yi (0<i<n), 即 


Pp(z)= 2), (1.2.14) 
其 中 ， 
ai(z)= [I (= 一 


注意 : 因为 a0,a1,… ,an 互 不 相同 , 故 gi(ai) 冯 0 (0 < i<n). 

下 面 看 一 看 唯一 性 ， 假 设 还 有 一 个 n 次 多 项 式 r(z), 满足 r(ai) = y; 
(0<ign). 因为 p(@i) 一 (ai)=0 (0<i<n)，n 次 多 项 式 p(z) 一 r(z) 至 多 
有 n++1 个 一 次 因子 . 由 定理 1.2.6 知 , 只 能 有 p(x) 一 "(x)=0, 即 p(z) = r(z). 口 


在 这 个 定理 的 证 明 中 , 式 (1.2.14) 提供 了 用 n+1 个 互 不 相同 的 值 表示 n 次 
多 项 式 的 一 个 显 式 . 这 个 公式 也 称 Lagrange 插值 . 用 Lagrange 插值 不 仅 可 求 出 
多 项 式 的 准确 形式 , 还 可 逼近 一 般 非 线 性 函数 . 


1.3 ”级 数 与 整 域 扩张 


次 数 无 限 的 多 项 式 称 为 级 数 , 其 一 般 形式 为 


s(z) = ao 十 au7 十 aa72 十 … 一 >》 ai (1.3.1) 


i=0 
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其 中 对 Wi (0 <i< coj, ai € RR, RR 为 一 个 环 . 
有 时 , 为 普遍 性 的 需要 , 还 将 之 扩充 到 允许 有 限 项 带 负 短 , 即 对 于 一 个 非 负 整 
数 工 ， 
oo L oo 
s[-](7) = > 六 We = Da irTitd aizh (1.3.2) 
i=-L i=1 i=0 
称 为 Laurent 级 数 . 
为 了 方便 , 用 级 数 的 系数 代表 它 本 身 . 例如 , 式 (1.3.1) 的 s(z) 就 是 a= 
(ao,a1,42,… ,00). 定义 两 个 级 数 a 和 的 加 法 为 


at+b=c, c=(a0+bo,ait+bi1,a2+b2,. ,00). 


若 记 Sk = {alya e R™”}, 即 所 有 系数 在 一 个 无 限 环 RR 上 的 级 数 集合 , 则 由 
于 a, be 5, 可 以 由 R 中 对 加 法 的 封闭 性 看 出 ce 5 因此, 这 个 加 法 在 5 上 
是 封闭 的 . 类 似 地 , 还 可 以 验证 交换 律 和 结合 律 . 令 0 = (0,0,0,… ,o0), 则 因为 
0+a=a+0=a, 故 0 是 5 上 的 零 元 . 对 vaee 35, 记 -a=(-ao 一 al 一 az, 一 co)， 
由 于 (-a)+a=a+(-a)=0, 可 见 -a 是 a 的 逆 . 从而, (Sn;+,0) 是 一 个 
Abel 群 . 

对 于 两 个 级 数 a 和 b, 定义 


a*b=c, c= (co,c1,c2,.* ,00), 


其 中 
i 
Gi= > Qjbk = Dab (i=0,1,2,.… ,00). 
jt j=0 
Ocjkei 


由 RR 对 乘法 的 封闭 性 , 可 知 Sa 对 于 运算 * 也 是 封闭 的 , 从 而 , 可 以 将 * 视 为 SR 
上 的 乘法 . 
对 于 a,b,cE SR, 令 h=ax(b*c),g = (a*b)*c. 因为 对 于 j=0,1,2,… ,00, 


i i 


i ij 
hi = Do (Docsr) = DD aibkc-i-b 


j=0 k=0 j=0 k=0 
i j i Sd 
9 = (Dart) = ( ajbe ) cj-x 
j=0 k=0 j=0 k=0 
i 日 i i 
= (Darbi nec ww Dol bj-xci-s) 
k=0 j=k k=0 j=k 
i i—k 
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可 以 看 出 户 = 9. 这 就 表明 , 运算 * 在 Sa 上 也 满足 结合 律 . 
若 记 1= (1,0,0,… ,0), 则 因为 对 Va e Sk (a 承 0), a*1=1x*a==1, 所 以 1 是 
SR 上 的 么 元 . 


定理 1.3.1 令 R{z}= (Sn;+,*,0,1), 则 R{z} 是 一 个 环 , 当 且 仅 当 R 是 一 
个 环 . 

证 明 先 证 充分 性 . 在 上 面 讨论 的 基础 上 , 只 需 看 一 看 两 个 运算 是 否 满足 分 
配 律 . 对 于 va,b,cE Sa, 记 h=a*(b+c),g=a*#b 二 a*c. 由 于 


hi= Dlbis 十 ci-j) = > (ob 十 ojci-j) = (a*b)i+ (a*e)i = gi, 
j=0 j=0 


其 中 第 二 个 等 号 来 自 RR 上 的 分 配 律 , 可 知 在 SR 上 分 配 律 成 立 . 
再 证 必要 性 . 实际 上 , 只 要 注意 到 (RR; 十 ,…,0,1) 与 (SR; 十 ,*,0,1) 之 间 的 对 应 ， 
即 可 从 证 充分 性 的 过 程 中 得 到 必要 性 . 口 


在 定理 1.3.1 中 , 由 于 RC R{z}, R{z} 是 通过 级 数 得 到 的 环 R 的 一 个 扩 
张 . 类 似 地 , 还 可 通过 多 个 未 定 元 的 级 数 得 到 RR 的 更 多 扩张 . 例如 , R{z1,z2} = 
R{z1}{z2} ; 对 于 整数 n> 3, R{zn} = R{zn_1}{zn}， 从 证 明 中 可 以 看 出 , 如 果 
尺 是 交换 环 , 所 有 这 些 扩张 环 也 是 交换 环 . 

结合 定理 1.2.5，R[z1,72} 为 由 以 zi 为 未 定 元 的 多 项 式 和 以 r? 为 级 数 得 到 
的 扩张 环 . 以 此 类 推 , 可 知 R[z1,7z2,… ,zn} 的 意义 . 

令 ZE(z) =a_ozre 十 a_ioHiz-ot+l 十 Q_io+27-o+2 十 … 十 aoozo 为 一 个 以 Zz 
为 未 定 元 的 Laurent 级 数 , 它 的 最 小 寡 为 -lo, 整数 lo > 0. 其 中 ai € R, -lo < 
i < oo, RR 是 一 个 环 . 用 C 表示 所 有 Laurent 级 数 的 集合 ， 与 5 类 似 , 用 
a= (ao_ioa_uo+iba_uo+2 ;Qo0) 表示 L(z). 若 记 a+b=c, 则 


Ci=aitb: (-lo ig o0). 
这 就 在 C 上 引进 了 加 法 . 令 a*b = c, 使 得 


Ci= > ajbi-; (-lo ig oo), 


j=-lo 
则 同样 在 C 上 引进 了 乘法 . 


定理 1.3.2 令 L{R;z} =(L;+,*,0,1), 则 L{R;z} 是 一 个 环 , 当 且 仅 当 书 
是 一 个 环 . 
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证 明 ”只 要 注意 , 通过 代 换 zi 二 yi+。 (lo < i< o0), 就 可 发 现 一 个 Laurent 
级 数 L(z) 变 成 一 个 普通 的 级 数 s(y). 从 而 , 由 定理 1.3.1, 即 得 欲 证 的 结论 ，” 口 


如 果 一 个 环 还 满足 消去 律 , 则 称 之 为 整 域 . 本 书 所 讨论 的 函数 都 是 在 整 域 及 
及 其 扩张 R{z} 中 的 . 除非 有 特别 需要 时 , 才 用 L{z} = L{R;z}. 

令 a(z) e Rfz}. 为 了 方便 ,用 afz} = (ao0,Q1,42,… ,00){z} 表示 a(z), 即 以 
为 未 定 元 的 级 数 . 

级 数 a(z) 对 于 z 的 微分 , 定义 为 如 下 的 变换 : 

所 =a(z}h, (1.3.3) 

其 中 , 矩阵 A = (aij)ogijsoo; ai = (aioailyai2 ,Qisoo) = 二 0, 即 在 0 中 只 有 第 
i (0 和 is oo) 个 分 量 为 i, 其 他 分 量 全 为 0. 注意 , 0 = 0. 

级 数 a(z) 对 于 z 的 积分 , 定义 为 如 下 的 变换 : 


adz =atzjB， (1.3.4) 


其 中 ， 和 矩阵 B= (bi,j)osgijgo0; bi = (bi,0, bi,1, bi,2,*** ,bi,o0) = Oty 即 在 0 中 只 
有 第 i (0 < i< oo) 个 分 量 为 1/(i+ 1), 其 他 分 量 全 为 0. 

由 此 可 见 , 微分 和 积分 都 是 一 类 线性 变换 , 它们 在 环 R{z} 上 是 封闭 的 . 

类 似 地 , 对 于 多 个 未 定 元 z 的 情形 , 有 偏 微分 和 重 积 分 . 偏 微分 和 重 积分 也 都 
是 线性 变换 , 它们 在 环 R{z} 上 是 封闭 的 . 


1.4 困 数 方程 


一 个 函数 具有 形式 y = f(z), 或 F(y;z) = 0, 其 中 y 为 因 变 量 , z 为 自 变量 ， 
前 者 称 为 显 函数 , 后 者 称 为 隐 函 数 . 显 函 数 y = f(z) 在 允许 消去 律 的 系统 中 , 总 
可 表示 为 y 一 f(z) = 0, 即 形 如 F(y;z) = 0. 在 我 们 所 考虑 的 范围 内 , 用 一 个 等 式 
表示 的 隐 函 数 形式 是 普遍 的 . 

用 一 个 等 式 表示 的 变量 之 间 的 关系 称 为 方程 . 求 满足 方程 的 一 个 变量 用 其 他 
变量 表示 的 过 程 称 为 解 方程 . 所 得 到 的 这 个 表达 式 称 为 这 个 方程 的 一 个 解 或 根 . 
因为 解 是 一 个 函数 , 它 所 满足 的 隐 范 数 形式 的 方程 称 为 函数 方程. 

令 尺 为 一 个 环 , 系数 在 尺 中 的 以 z 为 未 定 元 的 多 项 式 环 和 级 数 环 分 别 记 为 
R[z] 和 RR{z}. 若 有 两 个 或 更 多 个 未 定 元 , 总 假设 存在 结合 性 . 例如 , RR{z}ly] 是 
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以 y 为 未 定 元 的 多 项 式 环 , 其 中 多 项 式 的 系数 来 自 以 x 为 未 定 元 的 级 数 环 R{z}. 


对 于 整 域 也 如 此 . 
设 大 为 一 个 无 限 整 域 ( 即 特征 为 0). 如 1.3 节 所 述 , 可 以 看 出 
万 (zy) 
C 万 人 中 ) CF{z}{Y), 


其 中 五 (z,y) 和 五 (z,y) 分 别 表示 以 下 的 链 : 


(可 CF{z} CF{z}y c Flal{y), 
Fy c F{y} CF{y)} [a] c Fl{z}. 
以 后 , 常 简 记 
F{z}ly] = F{z,y), 
Fly{z} = Fly,z}, 
F{z}HYy} = F{zy)}. 
对 于 fe F{fz,y}, 记 f 中 zmy"r 的 系数 为 


Fnn=OP Tf (mn>0). 


定理 1.4.1 今 hel+yF{z,y)}, 则 : 

(1) 34-!, Yhe1+yF{z,y}, 素数 c 之 2; 

(2) h-! 和 Wh 是 唯一 的 ; 

(3) helt+zyFly,7} hl, Vhel+ryFly,r}. 


证 明 因为 he1+yF{z,y), 故 有 h=1+yR, REF{z,y)}. 令 


s(yR) = (-yR)’, 


i>0 
(—1)"+! Uw 1) 


ntl, 
rr (yR)" 


i 


n>0 


(1.4.1) 


(1.4.2) 


(1.4.3) 


(1.4.4) 


易 验 证 , s(yR),t(yR) e 1+yF{z, 让 , 而 且 , 通过 在 以 下 两 式 中 比较 ziyi (i,j > 0) 


的 系数 , 可 知 它们 是 唯一 的 : 


(1+yR)s(yR)=1, tyR)=1+yR, 


而 且 s(yR) =h-1(yR) 和 t(yR) = Wh(yRR. 这 就 得 到 了 前 两 个 结论 . 
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由 hel+zyFly,z},， 有 =1+zyR',R' Ely,z}。” 进 而, 由 式 (1.4.4)， 
对 于 y 和 RR 分 别 用 zy 和 R' 代替 的 情形 , 可 见 在 h-i(zyR') 和 Wh(zyR) 
中 , zi (i > 0) 的 系数 均 不 过 是 Fly] 中 有 限 个 多 项 式 之 积 的 有 限 和 . 从 而 
ju YEe1+zyF[yz}. 这 就 是 最 后 一 个 结论 . 品 


从 结论 (1) 的 证 明 中 可 以 看 出 , 结论 对 于 e 为 负 素数 也 成 立 . 因为 绝对 值 
|c| > 2 的 任何 整数 都 是 素数 的 乘积 , 且 任 何 一 个 有 理 数 都 是 一 个 整数 与 另 一 个 整 
数 逆 的 积 , 所 以 结论 (1) 对 于 任何 非 零 的 有 理 数 都 成 立 . 


推论 1.4.1 今 heltyF{z,y)}, 则 : 

(1) 3Vhe1+yF{z,y}; 

(2) VR 是 唯一 的 ; 

(3) helt+zyFly,7} = Vhel+ryFly,z}. 


证 明 这 是 定理 1.4.1 当 c=2 时 的 特殊 情形 . 口 
定理 1.4.2 令 he1l+yF{z,g], 则 h 有 如 下 的 因子 分 解 式 : 


n= [I (Qaw)" +zvH), (1.4.5) 
Ogigk 
其 中 必 为 一 个 非 负 整数 , ao = 0,a1,a2,… ,a 是 大 中 互 不 相同 的 元 素 , gq; 为 一 个 
正 整 数 , H; 为 F{z,y] 中 次 数 低 于 gq; 的 多 项 式 , i = 0,1,… ,k. 


证 明 由 于 he1+yF{z,y, 存在 a € 天. 因为 ao =0, 当 大 = 0 时 , 因子 是 
1. 这 是 没有 非 1 因子 的 情形 . 因此 可 只 讨论 大 > 1, 当然 , a1 关 0. 如 果 上 户 是 六 的 
一 个 次 数 最 大 的 因子 , 它 的 次 为 Qu > 1. 将 户 表示 为 (1 一 a1y)* 十 zy 的 形式 ， 
得 wu 关 ao Hi EF{z,y. 令 h= fis1, 则 se1+yF{z 引 . 同样 , 由 最 大 次 为 s1 
的 因子 可 确定 gz > 1, az € 下 , a2 关 Qi (i< 2), 以 及 Ho€ FF{z,y]. 以 此 类 推 ,由 
次 的 有 限 性 , 总 能 得 到 一 个 正 整数 上 < co, 使 得 sk+i 不 再 有 非 1 的 因子 . 口 


定理 1.4.3 令 he1l+yF{z,g, 满足 式 (1.4.5) 所 示 的 因子 分 解 ,9 = 
(1+zgyHo)-:7 则 如 下 的 说 法 是 等 价 的 : 

(1) h 在 天 [yz} 中 有 平方 根 ; 

(2) 9 在 天 [wz} 中 有 平方 根 ; 

(3) 9 在 FF{z,y] 中 有 平方 根 ; 

(4) h 有 分 解 式 


h=(1+zyH) [ (Qaw)™ +2yGi) 
l<igk 
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其 中 , Ho,a1,a2,… ,ak 均 满足 定理 1.4.2 的 条 件 , ri 为 一 个 正 整 数 , G 为 F{z, 引 
中 次 数 低 于 mr (i = 1,2,… ,k) 的 多 项 式 , 当 大 = 0 时 , 分 解 式 右边 的 连 乘积 定义 
为 1. 


证 明 (4) 坟 (1). 当 大 = 0,9g9=1 时, 易 验证 . 设 上 > 0. 由 推论 1.4.1(3), 知 
1+zyHo 在 1+zyF[y,z} 中 有 一 个 平方 根 , 即 得 (1). 

(1) 坟 (2). 由 于 1+zyHo 的 平方 根 在 1+zyF[wz} 中 有 逆 , 从 (1) 即 得 (2). 

(2) 坟 (3). 设 妇 = gte 和 大 [wz}, 则 由 定理 1.4.2, 有 


t(0,%)* =9(0,y) = [I (oi)"*. 
1<i<K 
由 因子 分 解 在 大 中 以 及 在 天 加 中 的 唯一 性 , 可 知 m = qi/2 (= 1,2,…,k) 为 一 
个 整数 . 由 此 就 得 
t(0, 人 = 土工 Qa)™. (1.4.6) 
lsigk 


然而 , t 总 有 形式 4 十 zy"+1v, 使 得 7 = 2 Tisu € 和 下 {z, 引 ， 它 的 次 数 为 7, 且 
v€E Fly,z}. 令 v= BP Vny”, 其 中 你 EF{z},m>0, 则 


g=t =w +27y tu + ry +2. (1.4.7) 


由 式 (1.4.6), 在 ww 中 wr 的 系数 U, 非 零 . 为 求 U;, 比较 式 (1.4.7) 两 边 中 y2r+2 
的 系数 , 得 0= 0+2z 矿 而 +0. 因为 F{z} 又 是 整 域 , 即 4A,B 承 0 坊 AB 关 0, 故 
有 VW =0. 进而 , 再 比较 y! (1 > ar 十 2) 的 系数 ， 又 可 得 Vi = 0 (m > 1). 这 就 意 
味 着 , g 在 F{z,y] 中 有 平方 根 . 

(5) 僵 (4). 由 于 t(z,0)2= g(z,0) =h(z,0)=1 和 t=we 天 {7z,y], 从 定理 1.4.2， 


有 
生生 II ((1—z9)" +zyGi), 
lgigk 
其 中 Ge {zy, 它 的 次 数 小 于 ri (i 三 1,2,…,k). 因此 (4) 成 立 . 量 


下 面 的 定理 给 出 了 F{z, 引 中 的 一 个 级 数 在 F{z,y} 或 Fy,z} 中 有 平方 根 
的 表征 . 


定理 1.4.4 今 heF{z,ygj, 则 有 为 {Zz,y)} (或 天 wz}) 中 一 级 数 的 c( 素 数 
c> 2) 次 方 , 当 且 仅 当 它 有 形式 f°g, 使 得 fe {zx,y] (或 Fly,z}), gE1+yF{z,V} 
(或 1+zyF{z,y]). 
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证 明 车 hh 为 {zx,y} 中 一 个 级 数 的 c 次 方 , 因为 he 天 {x,y}, 由 定理 1.4.1， 
有 Yhe1l+yF{z,y}; 否则 , 必 存 在 fe Ffz, 引 和 9ge1l+yF{fz, 切 ,使 得 几 = f°g. 
实际 上 , 前 者 只 是 后 者 当 = 1 时 的 特殊 情形 . 从 而 , 必要 性 得 证 . 

反之 , 若 h = feg, fe F{z,y], gE 1+yF{z,y}, 由 定理 1.4.1(1),， Yh 在 
{zx,y} 中 存在 , 即 h 是 {zx,y} 中 某 级 数 的 c 次 方 . 从 而 , 充分 性 得 证 . 口 


首先 , 看 一 看 一 次 方程 , 即 
Az=B, (1.4.8) 
其 中 4, BE F{z, (或 {zx,y}) 为 已 知 的 . 

定理 1.4.5 方程 式 (1.4.8) 在 F{z,y} 中 有 解 , 当 且 仅 当 存在 一 个 常数 a 去 0， 
使 得 4= ah, he1ltyF{z,y}. 

证 明 方程 式 (1.4.8) 在 F{z,y} 中 有 解 , 当 且 仅 当 4 在 F{z,y} 中 存在 逆 . 
4-1 存在 , 当 且 仅 当 4|。=oyv=o 尖 0. 由 定理 1.4.1, 这 就 意味 着 存在 一 个 常数 o 子 0， 
使 得 4= ah, he 1+yF{7z,y}. 即 得 欲 证 的 结论 . 口 

由 消去 律 , 讨论 一 般 n(n > 2) 次 多 项 式 函 数 方程 , 只 需 考虑 n 次 项 系数 为 1 
的 情形 , 即 

T+An_i7"!+ An_27" +.…+Ao=0. (1.4.9) 
作 变 量 代替 y = nz 十 4An_1. 因为 
y=(n7)"+nAni(nz)™! +) 的 4_i(nz)n 一 


i=2 


= (e+ An "+ 的 忆 _ (nz)"i (由 式 (1.4.9)) 
i=2 


n ke i /ne i ni 
=n (D4) + (1) ste) 


由 z=(y 一 An-1)/n 可 知 , 方程 式 (1.4.9) 与 如 下 无 n 一 1 次 项 的 首 项 系数 为 1 的 
n 次 方程 在 相 容 性 上 等 价 : 


n—2 
如 十 》 ,Biy'=0. (1.4.10) 
i=0 
事实 上 ， 
Bi=n"Ai;— (OE: (0<ig<n-2). 
现在 , 可 以 看 一 看 如 下 的 二 次 方程 ( 当 n=2 时 的 方程 式 (1.4.9)): 


Zz2+Aiz+ Ao=0. (1.4.11) 
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其 中 41, Ao e FF{z,y] (或 F{z,y}) 为 已 知 的 . 
记 
A=—Bo = A?—44o, (1.4.12) 


即 方程 式 (1.4.11) 的 判别 式 . 


定理 1.4.6 方程 式 (1.4.11) 在 F{z,y} (或 Fly,z}) 中 有 一 解 , 当 且 仅 当 A 
在 天 {z,y} (或 下 [wz}) 中 有 一 个 平方 根 . 


证 明 方程 式 (1.4.11) 可 改写 为 (z 十 41/2)? 十 ho 一 A?/4=0, 或 等 价 地 ， 


NN 
(2+ 34) = 74 
这 就 意味 着 , ze F{z,y} (或 Fly,z}) , 当 且 仅 当 VAe F{z,y} (或 Fly,z}). 由 
此 即 得 定理 . 口 


结合 定理 1.4.4 和 定理 1.4.6, 即 可 知 方程 式 (1.4.11) 有 一 个 解 ze F{z,y} (或 
天 [y,z}), 当 且 仅 当 A= f?9, 使 得 f=A1eE {x,y] (或 Fly,z}),g= V1i-440o/A?e 
1+yF{z,y] (或 1+zyF{z,y]). 
下 面 , 再 看 一 看 一 般 三 次 函数 方程 的 解法 ， 由 上 面 的 讨论 , 只 需 考虑 由 式 
(1.4.10) 给 出 的 三 次 方程 : 
z+Pz+Q@=0. (1.4.13) 


若 作 变 量 代替 2 = 二 4, 就 可 将 关于 z 的 方程 式 (1.4.13) 转化 为 关于 《 的 方程 : 
6+A3+(3AE+P)(E+A)+Q=0. 


因为 当 346 十 已 = 0 时 , 这 个 方程 的 一 次 项 和 二 次 项 消失 了 , 使 得 4 = 一 P/(36). 
所 以 上 式 变 为 83 的 二 次 方程: 


27(€3)?+27Qé3 — P3 = 0. (1.4.14) 


定理 1.4.7 方程 式 (1.4.13) 在 {zy)} (或 Fy,z}) 中 有 一 解 , 当 且 仅 当 Ai 
在 F{fz, 引 } (或 Fly,z}) 中 有 一 个 平方 根 , 且 A 在 F{z,y} (或 Fly,z}) 中 有 一 
个 立方 根 . 其 中 


(1.4.15) 


26 组 合 泛 函 方程 论 


证 明 由 定理 1.4.6, 方程 式 (1.4.14) 有 解 , 当 且 仅 当 Ai 在 F{z,y} (或 
ly,z}) 中 有 一 个 平方 根 . 因为 一 A 是 方程 式 (1.4.14) 的 一 个 解 , 方程 6 = 一 A 
有 解 (从 而 方程 式 (1.4.13) 有 和 解 !), 当 且 仅 当 As 在 F{z,y} (或 Fly,z}) 中 有 一 
个 立方 根 . 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


关于 Ai 在 F{z,y} 中 是 否 有 平方 根 和 As 在 F{z,y} 中 是 否 有 立方 根 , 都 
可 用 定理 1.4.4 判别 . 
考虑 一 般 的 四 次 函数 方程 , 只 需 用 式 (1.4.10) 当 n=4 时 的 情形 , 即 


z+Pz?+Qz+R=0, (1.4.16) 


其 中 P,Q, Re {zr,y}. 
因为 没有 z? 项 , 方程 式 (1.4.16) 的 左 端 , 只 要 能 确定 U,V,W € F{z,Y), 就 
有 如 下 形式 的 分 解 : 


(2—Uz+V)(z22+Uzt+W)=z2+(V+W—U)s+(VU— WU)z+VW. 
事实 上 , 与 方程 式 (1.4.16) 的 左 端 比 较 , U,V 和 W 由 如 下 方程 组 确定 : 
V+W-U?=P => V+W=P-U, 
VU-WU=Q@ > VvV-w=8 (U(0,0) #0!), (1.4.17) 
VW=R. 
由 式 (1.4.17) 中 的 前 两 个 方程 , 解 得 
Y=(-U3+PU+Q)/(2D)， 
W=(-UV3+PU -0@)/(20). 
将 它们 代入 式 (1.4.17) 中 的 第 三 个 方程 , 经 整理 可 得 
Us—2PU— RU?—Q=0. 


这 是 一 个 关于 U? 的 三 次 方程 . 
因此 , 一 般 四 次 方程 的 求解 被 转换 为 三 次 和 三 次 以 下 方程 的 求解 . 但 如 此 继 
续 研 究 五 次 或 五 次 以 上 方程 的 求解 , 已 被 证 明 必 将 是 徒劳 的 . 
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1.5 Lagrange 反 演 


对 一 个 无 限 环 ( 即 特征 为 0) 加 , 令 L{ 吕 ;Zz} 为 由 Laurent 级 数 所 组 成 的 环 , 即 
对 VsCf8iz}j, zi (i<0) 的 项 是 有 限 的 . 记 


V(f)=min{i | [zf #0)}, 


其 中 [zi]f 表示 在 f 中 zi 项 的 系数 . 通常 ,V(f) > 0. 有 时 , 更 一 般 地 , V(f) < oo 
这 时 , 将 系数 算 子 扩充 到 允许 V(f) < 0 的 情形 如 下 : 


1 
Pr (1.5.1) 
wls=00, i<0. 
也 就 是 说 ， 
Bi =] (1.5.2) 


引 理 1.5.1 对 VfeL{R;z},V(f)<o0, 有 


Ca (地 = 0， (1.5.3) 
其 中 851 即 式 (1.5.1) 中 页 当 i= 一 1 时 的 情形 . 
证 明 易 知 z 的 任何 次 宕 的 导数 均 不 会 是 -+ 由 此 即 得 引 理 . 口 
引 理 1.5.2 ”对 Vj,ge F{z},V(J),V(g) < oo, 有 
97! (Yo )= 0 OE (1.5.4) 
证 明 由 于 U9)= gti 从 引 理 1.5.1, 即 可 得 式 (1.5.4) . 口 


引 理 1.5.3 ”对 于 f,reL{R;z},V(f)=k<o0V(7)=a>0, 有 


ec | dr 
a0r'f=0:! (0). (1.5.5) 
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证 明 由 系数 算 子 的 线性 性 , 只 需 讨 论 f =z”(n >V(f)) 的 情形 . 这 时 , 依 


引 理 1.5.2, 有 
97 ("和 )=-n2r ("和 )， 
. (n+1)0-! (ge) =0. 
从 而 , 当 n 关 一 1 时 
2 Ga Tl 
当 n= 一 1 时 ,有 


We 8-1d10g2r 
on (ma) = 
因为 + = zoh 使 得 h(0) 关 0, 故 有 
dlogaor 1, dlogah 
Tt 
由 引 理 1.5.1, 即 可 得 
on ("Ga 生 ) 三 Ge 口 


定理 1.5.1 设 z=tp(7),$(z) ER{z},9(0)0, 则 对 VYfeL{R;z},V(f)> 
0, 有 


Gr/ = Lo (sw¥) 全 务 条 (1.5.6) 


证 明 因为 9(0) 关 0,6-1(z) 存在 , 故 有 t= zg-1(z)， 然 而 , 注意 到 6?f = 
Omi(t-m+D7). 从 V(t)=1=a>0 和 引 理 1.5.3, 有 


Ori(t-(n+)f) =071 (Ge - 20 fe 


由 于 t=z9-!(z), 利用 引 理 1.5.2, 得 


2 人 nndf 
的 =- 区) 
综 上 所 述 , 即 得 定理 . 口 
推论 1.5.1 若 z=tb(z), 9(0) 才 0, 则 对 VYfeEL{R;z},V(f)>0, 有 


a td (gndf 
1 10+ (WE) 


(n>1), (1.5.7) 
r=0 


且 9=f(0). 
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证 明 由 于 V(j)>0, 故 jJ(0) 为 了 的 常数 项 . 对 n>1, 由 式 (1.5.1) 和 式 


(1.5.6), 有 
Sp a 
of = (HL) 


这 就 得 到 了 式 (1.5.7) . | 


z=0 


引 理 1.5.4 令 z=attp(z),9(a) 关 0, 则 对 Vf(z)e L{R;z}, 有 
Brf= Low- : (69 ¥): (1.5.8) 
证 明 邻 y=z-a, 则 y=tp(y+a). 由 定理 1.5.1, 对 n>1, 有 
or = do (pluto) = L022 (HL). 
而 , 引 理 得 证 . 条 
推论 1.5.2 令 z=a+tp(z), 9(0) 关 0, 则 对 Vf(z)eEL{R;z},V(f)>0, 有 


n-l 
ek (w¥) 


nidzn-i 


(nz 1), (1.5.9) 


且 它 的 常数 项 为 f(a). 


证 明 因为 V(f)>0, 且 当 t=0 时 ,z=a, 故 了 的 常数 项 为 f(a). 当 n>1 
时 , 由 引 理 1.5.4, 有 


n—l 
pe sa 人 


n(n—1)! dzn-l 


口 


为 了 将 上 述 结果 推广 到 多 个 不 定 元 的 情形 ， 先 引进 一 些 记 号 . 令 z = 
(zuza2 yzZm) 为 一 个 m (m1) 向 量 , 它 的 每 个 分 量 均 为 不 定 元 ;k= (1,k2,…， 
km) 表示 在 么 半 群 zk 中 z; 的 短 为 (1 < i< m). 对 于 f(z), gl(z) gm(z) 
EL{R;z}, 令 V(gi) =(V(gi;71), V (gi 72),… V (gazm)), 其 中 


V(gi,7;)= min{!|0.,g; #0} (7=1,2,.…,m). (1.5.10) 
进而 , 利用 
1 中 
pr (1.5.11) 
全 i<0, 
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其 中 让 =lizl…im!, 0 = (0,0,… ,0)， 


di bn DP 
人 


使 得 = (1,i2,… ,im). 通常 , 对 于 fe C{%iz}, 系数 算 子 也 可 写成 
= [ef. (1.5.12) 


若 g(z) e L{R;z},g = (91,92,… ,gm), 2 二 (z1,22，… ,zm), 则 行列 式 


det (到 ) =det (器 ) 
Oz Oz / 1<ij<m 


称 为 g 的 Jacobi 阵 用 J(g) 表示 . 


引 理 1.5.5 ”对 于 函数 g(z) e L{R;z}, 令 V(g)= (pi, …, pm) =p, 9(2) = 
azPh(z), 使 得 h(0) = 1, a 取 0. 则 对 任何 整数 K, 有 


0 1 +1 ) 
蕊 (有 is (z) | ， 大 天 一 1 


9 
(2) 9(2) = p, (1.5.13) 
7 一 一 一 三 一 
为 了 logh(z), k 1. 
证 明 当头 一 1 时 , 易 见 
kt 人 站 pH ra 
2 (ti 9)= FT (2)=9 (359 人 2) 
当 k= -1 时 , 由 
0 hh) 
=z-Ph-! 此 区 
FB Be (na+z 吕 
一 jh 
” 效 有 B02; 用 Oz logh, 
即 得 引 理 . 口 


引 理 1.5.6 。 令 15p; (1<i<m) 均 为 整 m 向量 , 则 行列 式 Gk(z) = detAu， 
其 中 


A1= (Ba + 和 on] (1.5.14) 
| 下 名 
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具有 如 下 形式 的 展开 式 


G2)= > > > 4 


OStSmNe< Nmla ,la 


其 中 
La = G(tP,L, kt Hoel, (1.5.15) 
P=(Py), L= (3), 
t 
G(t;P,L,k) = (det B)I [oo (lo,, ko,), (1.5.16) 
s=1 


使 得 B= (bi;), 其 中 


ij6k,-1, LE Nm —N, 
»- 全 We (1.5.17) 


lj, iEN, 
Nm = {1,2,… ,m}, N= Ne ={aaz ,Qe}. 


证 明 由 A 中 每 一 行 上 的 多 重 线性 性 , 有 
Gk(z)= >》 det(Aij(o)), 


NCNm 
其 中 


BY i€ Nm—Y, 
Ai = i 
"| Fg), ie 
[1 
进而 , 对 每 行 ie N 线性 展开 , 即 得 


m 


三 3 : 训 sotto 1(det B) TI ac. (les ko), 


t=0 lal, lat 
NIE Nm 


其 中 B 由 式 (1.5.17) 给 出 , 1 = (1,… ,1). 这 就 得 到 了 式 (1.5.14)~ 式 (1.5.17). 口 


引 理 1.5.7 今 ftz) es C{8izj,V(g)=Pi= (pa,… ,pim) >0 是 有 限 的 , 且 
Pi 关 0(1 <i<m), 则 有 


det Plz 1]f(z)= [2 ](f(9)7(9)), (1.5.18) 
其 中 J(g) 为 g 的 Jacobi 阵 . 
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证 明 由 于 V(9i)= 户 >0, 锯 关 0(1<i< 和 mm) ,所 以 fg(z))sCfiz} 存在 . 
令 f(z) = 于 F(k)z* e L{R;z}, 则 有 
k 


(2-1](f(9)7(9)) = 区》 Pb)g*(z)7T(G9)= > F(R)lz GE(z), (1.5.19) 
k k 


其 中 
Gey) =aet (sn) ). 


记 gi(z) = aiz?ihi(z), 使 得 hi(0) =1, ai 关 1 (1<i<m). 这 时 , 由 引 理 1.5.5, 知 
Gk(z) 具有 式 (1.5.14) 的 形式 , 使 得 


和 
Tat) -| RH 
下 


log 心 (2)， k=—1, 


ft1(z), ki # —1, 


其 中 4; = (la,… ,lim). 根据 引 理 1.5.6, 可 知 当 1, +1as 二 loa, =0 时 , 只 有 t=0 
才 使 det B 可 能 非 零 , 从 而 使 [z-!]Ga(z) 可 能 非 零 , 然而 , 当 t=0 时 , 有 


det B= (detP) [I 5,1= (2-1]Gx(2). 


1<s<m 


再 由 式 (1.5.19) , 就 有 
[2 1](f(9)7(9)) = F(1) det P= det Plz f(z). 
引 理 得 证 . 口 
基于 引 理 1.5.8~ 引 理 1.5.10, 就 可 导出 Lagrange 反 演 的 多 变 元 的 形式 . 


定理 1.5.2 令 fe L{R;z},01(7), ,pm(7) € R{zZ}, $i(0) #0 (i= 1,2, 
,mm). 设 z==ti9i(z) (i=1,2,…,m), 则 有 


f= (fe)* (2)Als)), (1.5.20) 
其 中 
A(z) = det (Ce (1.5.21) 


证 明 用 与 单 变 元 情形 相仿 的 讨论 可 知 , 存在 唯一 的 一 个 级 数 zi(t) € 
R(t), 使 得 ri = tig(z) (i= 1,2,…,m). 由 于 detP = det(V(t1)T,…,V(tm)T) = 
detTm = 1, 考虑 到 [ 共 ]f(z) = [1]t- 人 -Df(z), 用 引 理 1.5.7, 可 得 


Hf = 区 Ja) 入 YI). 
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但 是 , 通过 从 每 行 中 提取 和 oj, 有 
J =aet (6 67 (5) — mi07 "(2) 总 ) 


一 办 1(z)det @ — Zi97 (2) 强 ). (1.5.22) 
联合 式 (1.5.21) 和 式 (1.5.22), 即 得 
= /ge) eet (nt) ). 
这 就 是 式 (1.5.20) . 口 


自然 , 当 取 只 有 一 个 变 元 的 特殊 情形 时 , 从 定理 1.5.2 可 直接 导出 定理 1.5.1. 
然而 , 之 所 以 将 定理 1.5.1 单独 列 出 , 是 为 了 利用 方便 , 也 易于 理解 如 何 从 单 变量 
到 多 变量 的 发 展 . 


推论 1.5.3 令 g(z) € R{z}, 办 (z) € R{z},0:(0) #0 (i=1,2,…,m),z = 
(ZiT2 Tm). 设 z=ti9i(Z) (i=1,2,…,m), 则 有 


a 名 ) _ gkg(z)g*(z), (1.5.23) 


其 中 A(z) 由 式 (1.5.21) 给 出 . 


证 明 因为 对 =zi971(z) (1<igm), A(0)=1 关 0, 故 A-!(z) 存在 且 唯 
一 . 进而 , 有 f(z) = A-!(z)g(z) eR{z} C C{%;z}. 由 定理 1.5.2 即 得 结论 ， 口 


下 面 , 看 一 看 在 已 经 确定 了 整 域 F{y} 上 多 项 式 型 函数 方程 
Anz"+An_1z2" 1+:…+Aiz=Ao (AiEF{y},0<ign), (1.5.24) 


的 适 定性 之 下 , 如 何 求 出 它 在 F{y} 中 的 解 . 
为 叙述 简便 , 总 是 约定 A1, Ao 了 0, 否则 通过 变换 可 满足 这 个 要 求 . 令 $(z) = 
(40/41)w(z), 其 中 


定理 1.5.3 ”方程 式 (1.5.24) 在 F{y} 中 的 解 为 
有 三 去 (外 ) 2 (1.5.26) 


m2>1 
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证 明 令 z=tp(z), 则 当 t=1 时 , 式 (1.5.26) 就 等 价 方程 式 (1.5.24). 因为 
(0)=1 夫 0, 即 $(0) 冯 0, 用 推论 1.5.7, 得 


四 Mo mtm dm-1ym 
sa (a ml! drm-1 | :0 


由 于 a 
| = mer wn(s), 


取 t=1, 即 得 式 (1.5.26). 口 


虽然 这 个 定理 从 原则 上 给 出 了 函数 方程 解 的 表达 式 , 但 对 于 具体 的 方程 仍然 
要 进行 特殊 性 的 分 析 , 以 求 得 尽 可 能 简单 的 形式 . 这 个 一 般 公 式 十 分 复杂 , 特别 是 
当 n 较 大 时 . 


1.6 注 记 


1. 集合 系统 (Oiu,m,*) 形成 一 个 格 , 或 从 另 一 个 角度 , 形成 一 个 布尔 代数 . 有 
关 格 的 代数 结构 , 简明 的 可 参考 [68](81.1), 详细 的 可 参见 [2]. 

2. 在 定理 1.2.1 中 , 仅 对 实数 集 和 连续 函数 作 了 论述 . 还 可 以 进一步 研究 除 及 
外 适用 的 情形 , 特别 是 非 数 集合 、 组 合 的 或 代数 的 结构 , 甚至 , 无 需 考虑 函数 的 连 
续 性 . 

3. 在 定理 1.4.1 的 证 明 中 , s(yR) 和 t(yR) 分 别 从 (1+z)-1= (1 一 (-z))-! 
和 Wi+z= V1 一 (-z) 的 Taylor 级 数 展开 猜想 到 . 但 这 时 要 考虑 收敛 半径 . 这 
个 证 明 中 完全 没有 用 函数 的 Taylor 展开 , 而 只 用 了 级 数 乘法 的 定义 . 注意 , 其 中 
用 到 组 合 恒等式 : 对 于 整数 n> 1， 

cD-D) (Dn) 


i=0, 二 i=0 
Gt mt Wen 


4. 在 推论 1.4.1 的 证 明 中 要 用 的 式 (1.6.1) 当 c= 2 时 的 情形 可 转化 为 组 合 恒 
等 式 : 对 于 整数 n> 1， 


时 1 /2i+l 1 2n -2i-1N (2n)! (1.62) 
气 2+1IN\ i J2n-2ii\ nil) m+nt 人 
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即 


(22)! (2(n—i—1))! (2n)! 
3 (i+Dil (nod!lnoi))! ”+DRT 

这 个 恒等式 可 从 Catalan 数 导出 . 也 可 用 地 图 计数 的 方法 , 例如 式 (1.6.2) 右 
端 是 具有 n 条 边 的 根 树 地 图 的 数目 (参见 [14,17] 等 ). 因为 删 去 根 边 , 从 一 个 no 
边 的 根 树 地 图 可 得 到 两 个 根 树 地 图 , 若 一 个 有 i 条 边 , 则 另 一 个 必 有 n 一 1 一 i 条 
边 (0<ign 一 1), 即 可 由 此 导出 式 (1.6.2) . 也 知 式 (1.6.2) 右 端 是 具有 n 条 边 的 
平面 根 办 从 的 数目 (参见 [62 一 64]). 因为 根 边 是 一 个 自 环 , 它 将 平面 分 割 成 一 个 内 
部 和 一 个 外 部 , 它们 各 含 一 个 子 鸭 从 , 分 别 有 i 条 边 和 允 一 1- (0<i 和 mu -1) 条 
边 . 由 此 同样 可 导出 式 (1.6.2) . 

5. 虽然 1.4 节 和 1.5 节 在 本 书后 面 的 章节 中 可 以 不 用 , 但 考虑 到 解 函数 方程 
过 程 时 , 在 第 3 章 和 第 4 章 中 , 在 两 个 或 三 个 未 定 元 情形 下 , 利用 特征 曲线 法 求解 
的 直接 显 式 , 甚至 无 和 , 或 正 项 和 显 式 时 , 这 两 节 曾 起 过 巧妙 的 作用 , 我 们 还 是 要 
提 一 提 这 两 节 的 内 容 好 . 目前 如 何 判别 是 否 可 以 得 到 直接 的 显 式 , 仍然 是 毫 无 头 
绪 的 , 希望 今后 有 人 作 进 一 步 的 研究 . 

6. 对 于 四 个 或 更 多 未 定 元 的 情形 , 特征 曲线 法 与 Lagrange 反 演 遇 到 由 于 太 
过 复杂 而 带 来 的 困难 . 要 想 克 服 这 个 困难 , 可 以 将 反 演 视 为 函数 空间 上 的 一 个 泛 
函 , 要 变换 函数 本 身 的 内 在 对 称 性 , 提供 一 个 可 否 变换 到 无 和 , 或 正 项 和 显 式 的 判 
别 准则 . 进而 , 如 有 可 能 , 就 将 它 求 出 来 . 这 也 是 将 这 个 过 程 有 效 化 , 甚至 智能 化 实 
现 的 理论 基础 . 

7. 虽然 式 (1.5.26) 给 出 了 一 般 多 项 式 方程 解 的 一 个 显 式 , 但 其 中 的 
Om-1(w(z))” 将 导致 要 作 一 系列 的 简化 . 是 否 有 无 和 , 或 正 项 和 显 式 , 依然 不 
清楚 . 
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2.1 基本 概念 


令 了 为 以 1,y1,y2,y3,… 为 基 在 域 上 的 向 量 空间 , 大 以 ly2,y8，…… 为 
基 在 域 上 的 函数 空间 . 从 大 到 7 的 变换 记 为 ,使 得 


yy $1 
Jv =4 (2.1.1) 
1 $= 


称 之 为 介子 泛 函 . 注意 , 式 (2.1.1) 中 的 y; =1;, 即 第 ;+1 分 量 为 1、 其 他 分 量 全 
为 0 的 向 量 . 基 中 的 1 视 为 y 的 一 个 特殊 的 基 向 量 yo 


规定 : 对 于 au € FF， 
Leaf 
对 于 ai,aj E 
J ew +ajy)= a fv to] v, 
则 对 任何 
fi=D a (i=1,2), 
j>0 
因为 


afi= of bd =" Ea =of fi (ae 五 )， 
on +bf2)= Zoess + = oP +b Day; (2.1.2) 


j>0 


oJ nro] Gas) 
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所 以 这 个 泛 函 在 整个 空间 大 上 是 线性 的 . 
另 一 方面 , 从 y 到 大 的 变换 记 为 ]*, 使 得 


i i 1 
户 -| (2.1.3) 


1, i=0, 


称 之 为 反 介子 . 
至 于 反 介子 , 也 规定 : 对 ui e FF， 


aa 


对 ai,a; EF, 
om 十 jg) 一 qi fy + fy 
则 对 于 任何 
Vi= jay; (i=1,2), 
30 
因为 


fav = a Dow; = aa >》 yas fy = av (a€ RF), (2.1.4) 
120 i120 
fav tbws) = Poms+ bo) [v= aD ay tb ao, 
j20 j20 了 >0 
= av + 三 (obe F), 
所 以 这 个 泛 函 在 整个 空间 7 上 是 线性 的 . 
定理 2.1.1 ”介子 几 与 反 介子 J 是 互 着 的 一 对 泛 函 . 


证 明 对 vYse 天 ,s=s0 十 518 十 5282 十 …， 


v= 3= Ds ey, 


i>0 


外 组 合 泛 函 方程 论 


"= (3) (用 式 (2.1.2) ) 
= (ef) (用 式 (2.11 ) 
=】 (De) (了 ea9) 
= a y (用 式 (2.1.3) ) 


=s€EF. 


从 而 , 广 是 [的 北 . 
反之 , 对 Vw EV,9=vol+ vy +v2y2 二 +*…， 


s= /v= Du 起 闫 ， 
i20 


p(T Ee) -LB 
= (D0) = hy 
=vE€V. 

从 而 , 是 J* 的 首 . 


2.2 移 位 


对 于 abey, 设 a= (ao,a1,a2,…),b= (bo,b1,b2,…), 将 a 转化 为 b, 使 得 
bi=ain (i>0) (2.2.1) 


的 变换 称 为 左 移 , 用 C 表示 . 
事实 上 , 可 以 看 出 
LaT = FaT， 
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其 中 工 = (li,j)ogij<o0s 
1, j=i+l1 
lij= 2 (0<i, j<o0). 
0， 了 天 ?十 1 


定理 2.2.1 左 移 算 子 C 服从 如 下 的 规则 : 
(1) L"= (有 1)o<ii<eo， 其 中 


im 一 1, j=i+n, 
™ oo, j#itn 


(2) LLT = 了 #LTL, 其 中 了 = (eijj)ogijseo, 即 单位 阵 ， 
| 1 j=% 
eij 一 
0， 了 光宇 
(3) 对 Vaey, 


(4) 对 Vs(y)e 丰 ， 
J vs(w =£ | sy). 
y 了 


证 明 除 (1) 用 归纳 法 外 , (2)~(4) 都 只 用 定义 即 可 证 明 . 口 
对 于 abey, 设 ae= (ao,a1,42,…),b= (bo,b1,b2,…), 将 a 转化 为 b, 使 得 
ey dr (2.2.2) 
0, i=0 


的 变换 称 为 右 移 , 用 尺 表示 . 
可 以 看 出 
Ra = RaT， 


其 中 R= (rij)o<ij<oo， 
1, j=i—l1, i 
Tj= 了 (0<i, j< oo%). 
0, j#i—l 


定理 2.2.2 右 移 算 子 及 服从 如 下 的 规则 : 
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(1) R" = (号 )os<ijsco, 其 中 


(2) R=L"; 
(3) RRT = 了 0) = RTR= 了 7, 其 中 Ta) 为 对 角 线 上 第 1 个 元 素 不 是 1, 而 是 
0 的 单位 阵 ; 
(4) 对 Vaey, 
了 (Ra) = f (eaoyo); 
(5) 对 Vs(y) EF， 


fy Ge -0) =Rf sly) 


证 明 除 (1) 用 归纳 法 外 , (2),(4) 和 (5) 都 只 用 定义 , (3) 由 (2) 与 定理 
2.2.1(2) 即 可 得 证 . 加 


2.3 截 段 


将 一 个 向 量 的 前 i 个 分 量 全 置 0 的 运算 称 为 截 段 ,用 了 表示 . i= 1,2,… 的 
情形 分 别称 为 1 截 段 、2 截 段 …… 
对 于 aeV,i 记 Ja=Ja,J= (cj)osijse, 则 


1, j=i (>1)， 
Ci 2 a G8) 
0, j#i. 


令 Tiy 是 (i,j) 位 置 的 元 素 为 1、 其 他 元 素 全 为 0 的 矩阵 , 则 


L= DTiity 


i>0 


L?= (二 Fe)( 并 Fen) = DTiitz. 


20 i>0 0 


进而 , 对 于 任何 整数 n> 1 


P= (并 ne” (Prin) = (Prires) (Drin) 


ET iz0 iz0 这 0 
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=D Tam. (2.3.2) 


i>0 


类 似 地 , 对 于 右 移 位 阵 R, 有 
Ws (Dr) (Pr) = (Dinn) (二 
0 i>0 i 这 0 i0 


= Bin (2.3.3) 


i20 
定理 2.3.1 ”对 任何 整数 n > 1, n 截 段 阵 
JO= EFL", (2.3.4) 
其 中 J = 
证 明 由 式 (2.3.2) 和 式 (2.3.3), 知 


RI"= (Dr) (Br) = Di 


izn 


这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 


2.4 投 影 


在 V 上 , 邻 a= ajy; eV, 则 由 
i230 


Pa= (i+ airy, 
0 (2.4.1) 
Qa= > =Qj-1Yj 
j>1 了 7 
所 定义 的 运算 P 和 Q 分 别称 为 左 投影 和 右 投影 . 
容易 看 出 , 若 记 Pa = PaT, P= (Pij)o<ij<eo, 则 有 


itl, j=itl, 
9 二 ey (2.4.2) 
0， j#itl. 
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类 似 地 ， 若 记 Qa= QaT， Q= (qij)ogijso0s 则 有 


_ J Mi j=i-1 (iz1), 
3】 0， 其 他 . 


定理 2.4.1 ”车 令 兄 = (1,2,3,… ,00), w= (1,1/2,1/3,… 


和 右 投 影 阵 分 别 为 
P=nL 和 Q=RuT， 


其 中 工 和 及 分 别 为 左 移 位 阵 和 右 移 位 阵 . 
证 明 由 式 (2.3.2), 知 


nL =n(DTsn) et > mnTiata 


0 ‘50 
= Dt Dan (由 式 (2.4.2)) 
-Pp 
这 就 证 明了 第 一 个 结论 . 
类 似 地 , 第 二 个 结论 也 可 被 证 明 . 
还 要 注意 , P 和 @ 对 于 乘法 是 不 可 交换 的 , 因为 
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(2.4.3) 


oo), 则 左 投影 阵 


(2.4.4) 


(2.4.5) 


定理 2.4.2 ”对 于 整数 n>2, 令 P"=PP"-!1= (pW3)ocijso,Q"=QQ"!= 


(qf) )ocisgoo; 则 


n—l 
0 [llitn-), j=itn, 
Pij = l=0 

0, 了 天 1 十 mu 

n—l 1 
i j=i-n(i>n), 
gq? = lia 


0, ji—n. 


(2.4.6) 


(2.4.7) 
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证 明 当 n=2 时 ,由 
PP= (DitDran) (DitDIn) 
i20 iz0 
= (D+ Dt2)rs) 
iz0 
=P’, 
就 得 到 第 一 个 结论 n = 2 时 的 情形 . 
对 于 n > 3 的 一 般 情形 , 有 


PP (Bm) (BH dn) 


i20 Ll=0 


= (it+n rn- F 


i20 


= Te +n)Tiirn 
iz0 l=0 
=P". 
从 而 第 一 个 结论 得 证 . 
类 似 地 , 只 要 注意 定理 2.2.2(2) 和 定理 2.4.2, 由 第 一 个 结论 即 可 导出 第 二 个 
结论 . 口 


2.5 卷 积 


两 个 向 量 a, be y 的 卷 积 用 ae@b 表示 , 即 
a®b=c= (co,c1,c2,.…*), (2.5.1) 
其 中 对 于 整数 j > 0， 


i 
cj= > ai (2.5.2) 


i=0 
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令 s, he 开 , 对 于 整数 i>0, 记 5:= 6is, ;==%h, 则 有 


s=| $= (50,51,52,.…) EV, 
y (2.5.3) 
H=[ h=(Ho,H, Ho,…)eV. 
定理 2.5.1 ”车 记 殉 =5, $= 五 , 则 
Vo = 下 (sh). (2.5.4) 
证 明 因为 | 
Wi(sh) = 5;Hi ;=S®H, 
j=0 
由 式 (2.6.3), 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


从 三 对 乘法 运算 的 可 交换 性 , 可 以 看 出 卷 积 运算 在 7 中 服从 交换 律 , 即 对 


Vs, hE, 
Jsefr=Jrefs. (2.5.5) 


对 于 任何 整数 k>1 和 he 大, 记 有 由 = Bi 人 kt (i>0), 则 有 


H;, k=1, 
内 一 i 
ed Asi (2.5.6) 
j=0 
对 于 任何 整数 大 > 1, 令 
GH 一 下 hk, (2.5.7) 
y 
则 由 式 (2.6.3), 有 

Gl] = (HW, HK, HK,...). (2.5.8) 


定理 2.5.2 。” 对 于 任何 整数 大 > 1 和 i>0, $ 由 二 四, 即 


$i, k=1, 

GH 4 < 2.5.9 
D6"; k>2 @59) 
j=0 


证 明 从 式 (2.5.6) 和 式 (2.5.8), 即 可 导出 式 (2.5.9) . 口 
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2.6 ”微分 与 积分 


对 于 函数 y"( 整 数 n> 0), 运算 


n—l 
Ep { Wy (2.6.1) 
0, %=0 

称 为 微分 . 在 域 F(y) 上 空间 F{y;y} 中 的 微分 , 则 是 通过 线性 扩张 得 到 的 , 即 对 
vaE€F, 


d n 
dyy 


re 
BY + = 
定理 2.6.1 对 Vs=s(y),t=t(y) < F{y;y)}, 

d(st) _ ds dt 
ty (2.6.2) 


证 明 令 si=;s(y), 二 Ht(y) (i 之 0). 由 于 


i 
WY )=a 


(时 = Dts ov (s5 号 )= Dt Dre 


所 以 
nf/ds fdt 
On (B+ (< 元 ) 
= (k+l)skhatn- + Dt terrsn k 
k=0 k=0 
= (k+l)skentn— + Dn k++ 1)tn kt1Sk 
k=0 k=0 


n-l 
= (n+1)sntito +D (K+ 1)sk+litn 


k=0 


n 
+》 (一 k+l1)tn-kt1sk+ (n+1)tntiso 
k=1 


n—l 
= (nm 十 1)sn+ito 十 》 ((k+1)skritn kt (n—k)tn-kskt1) + (n+ 1)tnt1s0 
k=0 
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=(n+1)snntot+ (n+ TD 》 sktn-ttl 十 (mm 十 1)tn+1s0 


k=1 
n+1l 
=(n+ 1) Dsktn_kt1 
k=0 
and(st) 
= 
从 而 式 (2.6.2) 得 证 . 口 
定理 2.6.2 ”对 于 s= s(y) e 大 {y 细 ,以 及 整数 m> 1 
守 = ne (2.6.3) 
证 明 用 数学 归纳 法 . 当 n=0 和 n= 1 时, 易 见 式 (2.6.3) 成 立 . 对 于 n>2， 
由 
ds" ds sn- sds a 
os Em (用 定理 2.6.1) 


-Es sn 1 十 5(m 一 1)sn-29s 


d 
+ 是 


_1n-1ds 
= (1+n—1)s yy 
on-ids 
= Ne 二， 
即 得 式 (2.6.3). 口 
在 F{yig] 的 基 上 , 对 任何 整数 n > 1, 定义 运算 
人 dy = 2 (2.6.4) 


为 积分 . 
然后 , 通过 线性 扩张 , 即 对 Ya € FF， 


J (ev yay = away 
f+y)ay= fy"ay+t [ordy 
将 积分 拓展 到 整个 F{y;y} 上 . 
定理 2.6.3 对 Vs=s(y),t=t(y)e FF{y; 外 ,有 


/Ew= st [sy (2.6.5) 
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证 明 因为 在 整 域 F{y;y} 上 满足 消去 律 , 只 需 证 明 


J 开 ao+ 旦 -一 dy = J stay. 


对 于 任何 整数 n > 1, 由 于 


(fe) = do), wf) -07 (EE) 


所 以 
(J) + (fs) = (Et) +o (se)) 
守 10"'() (用 定理 2.6.1) 
=% (fy). 
从 而 式 (2.6.5) 得 证 . 口 
定理 2.6.4 “对 任何 整数 m> 0, se F{y3, 有 
J (EE) = Ss (2.6.6) 


证 明 在 基 {1,y,y?,W,…} 上, 由 式 (2.6.4), 对 任何 整数 n> 1, 有 
d nt+l 


ER Hi (Ts = 


这 就 是 说 , 在 F{y;y} 的 基 上 , 积分 是 微分 的 逆 运 算 . 基于 这 两 个 运算 在 FF{y;y} 
上 的 线性 性 , 对 Vs < F{y;g}, 由 式 (2.6.3) , 有 


人 =o+Dj (mE )ay 
将 两 边 同 除 以 n 十 1, 即 得 式 (2.6.6) . 口 
定理 2.6.5 ”对 vs=s(z) e 下 {z; 引 ,有 


(J EE) =z(P([s)), (2.6.7) 


上 LPs™= 于 fs, (2.6.8) 


其 中 P 为 左 投影 矩阵 ， 


其 中 se= sey. 
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证 明 先 证 式 (2.6.7) . 记 si = 07 (> 0), 则 
fs= (s0,s1,53,°…*)=8. 
式 (2.6.7) 的 右 端 中 ， 
PsT =(0,s1,232,3s3,…) 全 zr(P(J.s) ) = (s1,282,353,.…), 
左 端 中 ， 量 
,下 = (Per Dsntazn) = + 1)snt1 J 演 


= (s1,2s2,3s3,.…), 


比较 以 上 两 式 , 即 得 式 (2.6.7). 
下 面 证 式 (2.6.8). 由 LPsT = (s1,2s2,3s3,…), 有 


了 卫 PsT = 了 > (n+ omrs = > (n+ 1)sn+1 f zn = >》 (n+ 1)sn+12™. 
n30 n30 


n20 


左 端 是 s 的 微分 . 另 一 方面 , 由 于 s = fs, 所 以 


[T-Sh 


左 端 也 是 s 的 微分 . 从 而 式 (2.6.8) 得 证 . 口 
定理 2.6.6 ”对 vo = (vo,v1,v2,…)EV, 令 v=v(z)=J "ve F(z;y), 则 

字 = 三 Pr， (2.6.9) 

az= 个 vQT. (2.6.10) 


证 明 ” 先 证 式 (2.6.9). 由 于 v= 上 s, 将 式 (2.6.7) 的 两 端 同 求 转 置 , 然后 同 作 
广 , 即 得 式 (2.6.9). 
再 证 式 (2.6.10). 由 于 


:Ne 和 1 
他 一 0,vV0, =V1, = ya,-.… | 二 一 -一 一 
vQ ( V0, 3V1 3V2, 423， ni 


所 以 z z 1 二 z 
fve™=| Dir” Dr n= [sdz. 


这 就 是 式 (2.6.10). 训 
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2.7 差 分 


在 RR{z} CF{z,y} 的 基 上 , 对 于 整数 n> 1, 建立 两 个 运算 


六 二 六 pe 
62ys" = 62 = . 
"zy a Ty 


分 别称 它们 为 直 差分 和 余 差 分 . 
对 Vf(z) E 尺 {z}, 通过 线性 扩张 分 别 得 到 了 = f(z) 的 直 差分 和 斜 差分 


f= {O10, i 
ys) -f(y) 
T-—Yy 


定理 2.7.1 对 Vf(z)eR{z}), 令 f= f(z), 则 


Oyf = (2.7.2) 

Oy(2f) = Ty6zyf. (2.7.3) 

证 明 由 运算 9,,, 和 5z,, 的 线性 性 , 可 知 只 需 讨论 f(z) = z" (n > 0). 因为 
Ory(zf) = Oyz"t 


ntl _ pyntl wh 
= oy 
2 一 9 2Z 一 2 
= TYybzyz" = TYybz,yf, 
所 以 式 (2.7.3) 成 立 . 口 


定理 2.7.2 ”对 VfeR{z}, 有 
Ty? 622 12(2f) — O22(2f) = TY bz2 ,2 (2f°). (2.7.4) 
证 明 由 式 (2.7.1) 和 式 (2.7.2), 可 知 式 (2.7.4) 的 左 端 为 
zy ((22f(2°) -f(y")) -22 (f (7) f(y))) 
22 一 仿 
z2y2(z272(z?) 一 刀 Pz()) 


到 二 仿 
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由 式 (2.7.1), 这 就 是 式 (2.7.4) 的 右 端 . 口 
对 于 构 形 的 一 个 集合 4, 令 


f(s) = >》 zm(an(4)， (2.7.5) 
AEA 
其 中 m(4) >0 和 m(4) >0 分 别 为 4 上 在 同一 个 同 构 类 中 的 不 变数 和 不 变 向 量 . 
记 F4(z,y) 为 这 样 的 一 个 二 元 函数 , 使 得 
Fa(z,y) = 小 JA(z, 2) (2.7.6) 
将 Fa(z,y) 中 rz 和 vy 的 宕 分 别称 为 第 一 参数 和 第 二 参数 . 


定理 2.7.3 令 S 和 17 为 构 形 的 两 个 集合 . 若 对 于 Te7T, 存在 从 7 到 SS 的 
一 个 映射 和 (T) = {91,52,… ,Sm(T)+1), 使 得 5; 与 {i,m(T) 十 2 一 引 } 一 一 对 应 , 其 
中 和 m(T) 二 2 一 i 分别 为 对 第 一 参数 和 第 二 参数 的 贡献 (i= 1,2,… ,m(T) 十 1)， 


且 满 足 条 件 
S=》 XT), 
TeT 
则 
Fs(z,y) = Ty6zy(zf7), (2.7.7) 


其 中 fr = f7(z)= fr(z,9). 
证 明 由 和 的 确定 方式 , 有 


m(T)+1 
ss) = 》 ogg- 
TeT i=1 
m(T)+1 _ D+ 
=zy), 过 yD 
TeT 
= Tydzy(zf7)- 
这 就 是 式 (2.7.7). 百 


推论 2.7.1 令 f7 和 Fs 分 别 由 式 (2.7.5) 和 式 (2.7.6) 确定 , 则 
fs(29) = | 2v5za(zf7). 
证 明 由 式 (2.7.6) 和 定理 2.7.3, 即 可 得 欲 证 的 结论 . 口 
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定理 2.7.4 令 S 和 17T 为 构 形 的 两 个 集合 . 若 对 于 TeT, 存在 从 厂 到 S 
的 一 个 映射 XT) = {S1,S2，…. ,Sm(7T)-1}, 使 得 5; 与 {i,m(T) 一 让 } 一 一 对 应 , 其 
中 i 和 m(T) 十 2 一 i 分 别 为 对 第 一 参数 和 第 二 参数 的 贡献 (i= 1,2,… ,m(T) 一 1)， 


且 满 足 条 件 
S= 》 \7), 
TeT 
则 
Fs(7,y) = Ory(f7), (2.7.8) 
其 中 fr = fr(z)= fr(z,9)- 
证 明 由 入 的 确定 方式 , 有 
mm(T) 一 1 
s(z,y) = Ti m(T)—i, yn(T) 
Si 
YL™D 一 zgm(T) am 
=zy y 
5 ji( 厅 ). 
这 就 是 式 (2.7.8). 口 


推论 2.7.2 令 f 和 Fs 分 别 如 式 (2.7.5) 和 式 (2.7.6) 所 确定 , 则 
As(tz 名 = 上 ar 
证 明 由 式 (2.7.6) 和 定理 2.7.4, 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


2.8 注 记 


1. 人 们 曾 对 Blissard 算 子 B-4 作为 数学 概念 产生 过 疑虑 , 其 后 约 一 个 世纪 ， 
至 少 在 流行 的 出 版 物 上 竟 未 见 有 几 人 问津 , 直到 Rota 及 其 合作 者 们 的 工作 , 将 
Blissard 算 子 视 为 在 函数 空间 中 从 一 个 基 到 另 一 个 基 的 一 个 线性 泛 函 (也 称 阴影 
泛 函 ), 从 而 形成 了 一 种 符号 代数 , 或 者 说 算 子 代数 , 并 与 Hopf 代数 和 Mobius 代 
数 等 密切 关联 , Blissard 算 子 才 开始 逐渐 被 世人 纳入 数学 的 典 堂 Ps? ?1 
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2. 这 里 则 是 将 Blissard 算 子 视 为 从 一 个 函数 空间 到 一 个 向 量 空间 的 线性 泛 
函 , 因为 与 阴影 泛 函 不 同 , 故 称 之 为 介子 泛 函 , 所 考虑 的 只 是 带 介 子 泛 函 的 方程 
( 见 文献 [21 一 32,36,38 一 39,41 一 42,46 一 47,50,55,58,60 一 61,75 一 76]). 这 些 方程 大 多 
看 起 来 相当 简单 , 但 求解 , 尤其 求 显 式 解 绝 非 容 易 . 

3. 关于 介子 泛 函 的 代数 结构 , 还 需要 作 更 广 , 甚至 更 深 的 研究 , 以 便 揭 示 以 组 
合 学 为 基础 的 对 象 和 内 在 的 本 质 的 规律 性 . 
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3.1 变 首 型 


令 R{z} 为 整 域 F{z} 中 的 由 整数 环 R 上 所 有 以 z 为 未 定 元 级 数组 形成 的 
扩充 环 . 本 节 所 要 讨论 的 方程 如 下 : 求 一 个 z 的 函数 fe R{z} 且 其 所 有 系数 非 
负 , 使 得 


= 
| azf*—bf+c=0, (3.1.1) 


fl:=0=4d, 


其 中 a,b,c,d e R 都 是 非 负 整 数 . 

初 看 起 来 , 这 就 是 一 个 普通 的 二 次 方程 . 不 过 , 它 与 初等 代数 中 遇 到 的 二 次 方 
程 有 两 点 主要 的 不 同 : (a) 未 知 元 的 系数 至 少 有 一 个 是 单 变量 的 函数 ; (b) 所 要 求 
的 解 必须 属于 R{z}. 

只 要 注意 到 , 当 a 二 b=c= d= 1 时 , 这 就 是 在 地 图 计数 中 , 平面 根 树 计数 函 
数 所 满足 的 方程 . 因此 , 将 式 (3.1.1) 所 给 出 的 方程 称 为 植树 型 

不 过 , 那里 所 要 求 的 是 从 这 个 方程 的 解 中 , 将 这 个 所 需要 的 计数 函数 找 出 来 
本 书 所 讨论 的 重点 则 是 方程 的 适 定性 , 即 确定 它 的 解 是 否 存在 , 以 及 若 存在 , 是 否 
是 唯一 的 . 

条 件 1 若 feR{z), 则 


f= Ds", (3.1.2) 


n>0 


其 中 Fe R (nz0). 
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比较 式 (3.1.1) 两 端的 常数 项 , 只 有 满足 条 件 
c=bd (3.1.3) 


时 , 方程 式 (3.1.1) 才 可 能 有 解 . 从 而 , 只 需 讨论 方程 


2 一 一 
ee bf +bd=0, ed 


fl:=0 = d. 
条 件 2 如果 d = 0, 则 方程 式 (3.1.4) 变 为 
(azf —b)f = 0. 


由 于 f = 0 只 能 看 作 是 一 个 退化 的 一 元 函数 , 故 不 足 一 提 . 但 若 azf 一 b=0, 则 因 
为 az 在 RR{z} 中 没有 逆 , 所 以 方程 式 (3.1.4) 无 解 . 从 而 , d 0. 

条 件 3 因为 6=0 或 a=0 都 使 方程 式 (3.1.4) 变 得 不 足 道 , 还 得 限定 a 承 0 
且 b#0. 


定理 3.1.1 方程 式 (3.1.4) 在 环 RR{z} 中 有 一 个 系数 非 负 的 级 数 解 , 当 且 仅 
当 abd#0. 


证 明 方程 式 (3.1.4) 的 判别 式 
br-4azbd = 人 2 ) 


因为 环 尺 是 无 限 的 , 在 及 中 没有 零 因子 , 从 而 , b-! € RR, 因此 


4adz 


1 一 


€1l+zF{7,2}. 
由 式 (1.4.4), 当 c=2 时 , 只 有 
ee 


nl(n+1)! 


为 系数 非 负 的 级 数 , 其 中 用 到 了 
Her- 1)= Ho- 1)= Gn) 


因为 a,b,d 之 0, 在 式 (3.1.5) 中 fe R{z}, 且 其 系数 非 负 , 当 上 且 仅 当 a 去 0, b 冯 0 
且 d 才 0, 即 abd 关 0. 这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 


第 3 章 一 元 函数 方程 55 
当 a=b=d=1 时 , 式 (3.1.5) 变 为 


tom = Oz, (3.1.6) 


n>0 


其 中 


_ (2n)! _ 1 2n+1 
=- n ) 


Cn 


就 是 Catalan 数 . 这 个 数 也 可 以 如 下 递 推 地 定义 : 


nl 
| Cn= 名 CiCn-i-i (n>1), (3.1.7) 


Co=1. 
下 面 列举 这 种 方程 应 用 的 几 个 例子 . 


例 3.1.1 二 分 树 按 非 悬挂 节点 数 m 的 分 类 . 例如 , 当 n=0 时 , 规定 二 分 树 
为 一 个 单独 的 节点 , 视 为 退化 的 情形 . 当 n= 1 时 , 二 分 树 只 有 两 个 , 如 图 3.1.1 和 
图 3.1.2 所 示 . 


va 


Te Ts 
图 3.1.1 n=1,2 的 二 分 树 


从 办 六 次 


图 3.1.2 n=3 的 二 分 树 


在 图 中 , 最 顶部 的 节点 称 为 岭 点 . 只 与 一 条 边关 联 的 节点 称 为 悬挂 点 .准确 地 
说 , 这 里 的 二 分 树 不 是 看 作 图 , 而 是 图 在 平面 上 的 嵌 和 人 . 它们 之 间 的 所 谓 相同 , 不 
是 同 构 , 而 是 拓扑 等 价 . 并 且 , 还 要 在 每 一 个 节点 处 , 将 所 有 关联 边 规定 一 种 走向 : 
或 顺 时 针 , 或 逆 时 针 . 
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例如 , T2,1 与 T2,2, 若 将 它们 视 为 图 , 它们 是 同 构 的 ; 而 且 , 若 将 它们 视 为 图 在 
平面 上 的 嵌入, 如 果 不 规定 方向 , 也 是 拓扑 等 价 的 . 但 这 里 是 不 等 价 的 , 因为 如 果 
将 T1 中 的 节点 都 定 为 顺 时 针 的 , 则 T2,2 中 的 节点 都 是 着 时 针 的 . 

去 掉 岭 点 后 , 一 个 二 分 树 变 为 两 个 独立 的 子 二 分 树 , 而 且 , 这 两 个 子 树 非 悬 挂 
点 的 总 和 比 原来 恰 少 1. 反之 , 对 于 任何 两 个 二 分 树 , 添加 一 个 新 岭 点 与 两 个 旧 岭 
点 相 邻 , 将 它们 合并 为 一 个 新 的 二 分 树 , 使 得 新 二 分 树 的 悬挂 点 数 比 它们 的 总 和 
恰 多 1, 这 只 有 一 种 方法 . 从 而 , 若 记 


tbint = > Tn2", 


n>0 


其 中 Th(n > 0) 是 带 ”个 非 悬 挂 点 的 二 分 树 的 数目 , 则 tint 有 如 下 关系 : 
toint =1+ztein 全 ztbint 一 tbimt 十 1 一 0 
再 考虑 到 n=0 时 ，z? =1 的 系数 为 1, 可 知 ttint 是 方程 


zf*—f+1=0, 
fl:=0=1 


的 一 个 解 . 

这 就 是 方程 式 (3.1.1) 当 a=b=c=d= 1 的 情形 . 因为 方程 式 (3.1.1) 要 求 
级 数 的 系数 非 负 , 由 定理 3.1.1 知 , tpint 是 它 的 唯一 解 . 

从 而 得 tbint = troot: 


例 3.1.2 平面 根 树 按 边 数 nn 之 0 的 分 类 .在 图 的 平面 嵌入 中 , 每 一 条 边 
有 两 端 和 两 侧 . 平面 根 树 就 是 树 在 平面 上 的 嵌入 , 对 于 一 个 关联 的 储 , 侧 } 给 
以 的 标记 , 称 为 根 , 用 从 端 发 出 的 箭头 表示 . 在 图 3.1.3 中 , Zn, 为 第 i (i > 1) 
个 n 边 树 在 平面 上 的 嵌入 , 其 上 的 一 个 箭头 表明 一 个 根 树 ， 箭 头 的 数目 就 是 
不 同 构 的 平面 根 树 的 数目 ， 所 谓 两 个 平面 根 树 同 构 , 是 指 要 保持 根 在 同 构 中 
是 固定 点 . 用 i 区 别 的 是 不 同 构 的 嵌入 .对 于 给 定 的 mw, 平面 根 树 同 构 类 数 为 
hn 二 lni 十 ln2 十 ln3 十 …, 其 中 li (i> 1) 是 Zi 上 的 箭头 数 . 例如 , 从 图 3.1.3 
可 以 看 出 , ho = 1,4 = 1,42 = 2,43 =5 和 44 = 14. 

事实 上 , 由 式 (3.1.6), 4 = Cn (n> 0). 


例 3.1.3 平面 次 从 按 边 数 n>>0 的 分 类 .在 图 的 平面 嵌入 中 , 每 一 条 边 
有 两 端 和 两 侧 . 平面 辩 从 就 是 单个 节点 的 图 在 平面 上 的 嵌入 . 对 于 一 个 关联 的 
端 , 侧 给 以 标记 , 视 为 根 , 用 空心 圆 表示 . 在 图 3.1.4 中 ,Pi 为 第 i (i>1) 个 
n 边 辩 从 在 平面 上 的 嵌入 , 其 上 的 一 个 空心 圆 确定 一 个 瓣 从 . 空心 圆 的 数目 就 


第 3 章 一 元 函数 方程 57 


是 不 同 构 的 平面 办 从 的 数目 . 所 谓 两 个 平面 瓣 丛 同 构 , 是 指 要 保持 根 在 同 构 中 
为 固定 点 . 用 ;区别 的 是 不 同 构 的 做 入 . 对 于 给 定 的 mw, 平面 办 从 同 构 类 数 为 
已 ,= 十 la 十 us 二 ,其 中 us (i>1) 是 P; 上 的 空心 圆 数 . 例如 , 从 图 3.1.4 
可 以 看 出 , 及 =1, 忆 =1, 忆 =2, 忆 =5 和 中 =14. 图 Pi 中 相同 的 数字 表示 
连接 成 一 条 边 . 


Re 
® 1t 
] 必 tl bt tl 
Laz Ls 


I LL Pi Pi Psx La 
图 3.1.3 n=0~4 的 平面 根 树 


同样 , 可 以 导出 由 Otpet = Pn (> 0) 所 确定 的 函数 tpet 满足 方程 式 (3.1.1) 
当 a=b=c=d=1 时 的 情形 . 由 式 (3.1.6), 知 P= Cn (n> 0). 


1 3 ,和 2 2 
o 1 2 1 1 
o © © 
o o° 
® e 
o 
1 2 2 33 3 3 
P 已 PP 已 Ph 


oa 1 2 3 ‘32 


Pu 
图 3.1.4 n=0~4 的 平面 办 从 


例 3.1.4 积分 序列 . 考虑 函数 
D2n+1 


Az)= 2" J Viar. 


n>0 


可 以 证 明 , 对 于 任何 整数 n> 0， 
ee 有 T2mV1 一 T2dr = Cn. 
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由 式 (3.1.6), 和 (z) = toot. 根据 定理 3.1.1 所 确定 的 方程 式 (3.1.4) 的 适 定性 , X(z) 
也 是 方程 式 (3.1.4) ( 当 &=b=d=1 时 ) 的 解 . 
例 3.1.5 ”和 连 分 数 . 因为 连 分 数 
! > = ,Car™ =Y(7), 


T nz0 


令 T= Vz 则 由 式 (3.1.6), 知 上 =%(Vz) = troot. 根据 定理 3.1.1 所 确定 的 方程 
式 (3.1.4) 的 适 定性 , 6(z) 也 是 方程 式 (3.1.4) ( 当 a=b= d= 1 时 ) 的 解 . 


3.2 变 尾 型 


令 RR{z} 为 整 域 F{z} 中 的 由 整数 环 R 上 所 有 以 z 为 未 定 元 级 数组 形成 的 
扩充 环 . 本 节 所 要 讨论 的 方程 如 下 : 求 一 个 z 的 函数 je R{z}, 且 其 所 有 系数 非 
负 , 使 得 


一 = 
I bf +cz =0, 本 


fl:=0=d, 


其 中 a,b,c,d e€ RR 都 是 非 负 整数 . 
由 方程 (3.2.1) 本 身 即 可 看 出 , 必须 有 d = 0. 
假若 d > 0, 令 ,= 级 f (n> 0), 则 由 方程 式 (3.2.1), 得 


aF2—bFy =ad? -bd=0 = ad=b 3 R=2. 
这 就 要 求 a > 0 且 b> 0. 但 当 进一步 确定 所 时 , 由 方程 式 (3.2.1), 发 现 


Za bitc=0 > b+tc=0 > R=-5<0, 
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其 中 后 一 个 箭头 是 因为 , 若 c= 0, 就 使 得 f 为 一 个 常数 . 然而 , 因为 玉 < 0, 所 以 
j 不 能 是 非 负 的 . 
如 果 引 进 新 的 单 变量 函数 h, 使 得 f= zh, 则 方程 式 (3.2.1) 变 为 


az2h2 —bzh+cz=0, 
h|:=0 = d. 
将 第 一 个 方程 提出 z, 即 转化 为 上 节 所 讨论 的 方程 式 (3.1.1) . 
本 节 不 拟 再 沿用 这 个 思路 , 而 是 考虑 如 下 的 方程 : 


了 一 
{ af*—bf+cz=0, (3.2.2) 


Bf =d. 
因为 2B8f = 0, 故 由 方程 (3.2.2), 可 得 
-bf+c=0 => d=f > b>0. 
a=0 或 c=0 的 情形 将 导致 不 是 无 解 就 是 不 足 道 , 方程 式 (3.2.2) 变 为 


(3.2.3) 


af?—bf +bdz =0, 
Bf = 


其 中 a,b,d >0, a,b,ceR, f eR{z}. 
因为 方程 式 (3.2.3) 的 判别 式 与 方程 式 (3.1.4) 相同 , 所 不 同 的 只 是 首 项 系数 
和 尾 项 系数 分 别 由 常量 转 为 变量 和 由 变量 转 为 常量 . 再 考虑 到 方程 式 (3.2.3) 的 
解 中 ， 
al801) +0001 =0(ob>0) =S Pf=0, 


这 个 解 只 能 有 形式 
= 2 V1-4adz/b (用 式 (3.1.5)) 
mi n 
rl ) 2 ， 
即 


(2(n— D)ldr ravn ， 
/nm (2 盖 (G29) 
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定理 3.2.1 ”方程 


| 天 二 (3.2.5) 
f= 
在 R{z} 上 有 和 且 仅 有 一 个 非 负 整 系数 的 解 (或 者 说 , 是 适 定 的 ). 


证 明 令 肥 =8nzjf (n 之 0). 由 方程 式 (3.2.5), 知 形 一 丽 =0, 2 珊 玉 一 玖 十 
1= 0. 前 者 意味 着 Fo =0 或 丽 =1. 因为 始 条 件 为 有 = 1, 后 者 表明 后 关 1, 故 


只 能 有 而 = 0. 
一 般 地 , 对 于 n>>2, 有 
2 及 有 -及 =0 = Fh= RP 
i=0 i=0 
又 因为 而 = 0 所 以 


1 
Fn =D FF 
i=1 


即 8?f 由 五 , Fy,… ,Fn-1 确定 , 而 且 6+f 是 非 负 整数 , 当 且 仅 当 F 是 非 负 整 


数 . 从 而 , 定理 得 证 . 口 
实际 上 , 方程 式 (3.2.5) 的 解 就 是 式 当 a=b=d=1 时 的 情形 , 即 
ee D)!, 
fs 实 沁 本 Dr”” (3.2.6) 
进一步 , 考虑 对 Ya,b,d eR, 方程式 (3.2.3) 的 适 定性 . 
定理 3.2.2 ”方程 


3.2.7 
Of =d (abd#0) 2) 


在 R{z} 上 有 且 仅 有 一 个 非 负 整 系数 的 解 (或 者 说 , 是 适 定 的 ), 当 且 仅 当 d > 0， 
ab > 0,bla ( 即 b 能 整除 a). 


证 明 令 F=B?f (> 0). 由 方程 式 (3.2.7), 有 


{ af?—bf +bdz =0, 


aFe—bFo=0 => 三 =0, 或 =2 (a#0), 
以 及 
2aFom —bFi+bd=0 全 2adm=0 = m=0, 
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后 者 意味 着 Fo 关 b/a. 从 而 , 只 能 有 Fo = 0. 
进而 , 对 任何 整数 n> 2, 有 


62 -b=0 = 到 = RP 
由 此 可 见 , 6?f 由 所 , 及，……， Fn_1 确定 . 而 且 ，6?f 是 非 负 整数 , 当 且 仅 当 五 是 
非 负 整数 , ab > 0 且 bla. 
从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
这 个 定理 表明 式 (3.2.4) 是 在 RR{z} 上 仅 有 的 非 负 整 系数 的 解 . 


例 3.2.1 植树 按 边 数 的 分 类 . 一 个 植树 就 是 一 个 平面 根 树 ， 使 得 根 节点 的 
次 为 1. 事实 上 , 它 的 计数 函数 为 
tplant = ztroot = Phi (3.2.8) 
n>1 
(参见 文献 [65,100]). 


例 3.2.2 车 准 从 按 边 数 的 分 类 . 根 面 次 为 1 的 平面 辩 从 称 为 荔 闪 从 因为 
根 面 的 次 为 1, 删 掉 这 个 根 边 后 , 就 得 到 一 个 普通 的 辩 从 , 从 任何 一 个 普通 的 瓣 丛 ， 
添加 一 条 根 边 , 使 得 根 面 的 次 为 1( 只 有 一 种 方式 ), 就 是 说 , 得 到 一 个 蕾 准 从. 可 见 
芋 辩 从 是 以 度 为 参数 的 计数 函数 


tbud = ztpet， 


其 中 tpet 为 瓣 丛 以 度 为 参数 的 计数 函数 . 

由 例 3.1.2 和 例 3.2.1, 有 

tbud = tplant = FOr 
n>l1 

例 3.2.3 不 可 分 离 外 平面 根 地 图 . 在 文献 [37] 中 已 经 证 明 , 不 可 分 离 外 平面 
根 地 图 以 面 数 为 参数 的 计数 函数 frsop = fosop(z) 是 方程 式 (3.2.5) 的 一 个 解 . 边 数 
从 1 到 5 的 这 类 地 图 如 图 3.2.1 和 图 3.2.2 所 示 . 在 图 中 , 5,;; 为 n 度 ( 即 边 数 ) 第 
i 个 拓扑 不 等 价 的 不 可 分 离 外 平面 地 图 , 边 旁 的 小 空心 圆 表 示 不 同 构 的 定 根 方式 . 
由 此 可 以 看 出 , 1(S11), 1(S21), 1(S3,1)+1(S3.2)=2, 1(S4.1)+3(53,2)+1(S4,3)=5, 
1(55,1)+3(55,2)+3(55,3)+4(.55,4)+2(55,s)+1(Ss,6)=14. 与 式 (3.2.6) 比较 , 有 


Ofrsop =1=0f, Pfrsop=1=Bf, frsop=2=Pf, 
frsop =5=0f, Pfrson=14=05f. 
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人 


Su Sa Su Su 
图 3.2.1 1~4 的 


YANSO 


Ses Ss4 Sss 
图 3.2.2 度 为 5 的 不 可 分 离 外 平面 根 地 图 


3.3 多 变型 


如 果 一 个 函数 方程 至 少 有 两 个 系数 不 是 常数 , 则 称 它 属于 多 变型 . 本 节 仅 讨 
论 二 次 函数 方程 中 的 一 个 三 项 系数 都 不 是 常数 的 情形 , 也 可 称 之 为 全 变型 . 
这 个 方程 的 形式 为 


{ a(1+2)f2—b(1+2z)f+cz=0, (3.3.1) 


fl:=0=4d, 


其 中 a,b,c,d ER, abc > 0. 


Fi=0:f, FH=0f? (i>0), 
则 


Fl = 3 2 
j=0 
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通过 方程 式 (3.3.1), 由 
a(1+z)f2—b(1+2)f+cz=a(1+z)) FE 各 一 ML 二 了》 ,Flz" +ez 
n>0 n>0 
=aFld—bFo+ (ctaFl +arl) br — bFo)z 


+ D(a(FR+ FE) —b(F, + Fi))2” 
n>22 


=0, 
(3.3.2) 
可 得 关于 及 (n > 0) 的 方程 组 
aF 四 一 bP =0, n=0, 
ctaFld taFld br -b=0, n=1, 
a(F+ FI)—b(F,+F,1)=0, n>2. 
令 FI=2FoF, 十 记 , 其 中 
n—l 
PR= > RF: 
i=l 
则 上 面 的 方程 组 变 为 
aFl —bF, =0, n=0, 
c 
及 =m he (3.3.3) 
_ a+FED) -bP ,> 
和 b-2aF, A 


方程 式 (3.3.1) 中 的 条 件 abc > 0, 只 是 为 了 排除 非 本 质 的 易于 处 理 的 情况 . 

引 理 3.3.1 ”方程 式 (3.3.1) 在 扩张 整 域 R{z} 上 是 适 定 的 , 当 且 仅 当 d=0 
或 d=b/a. 

证 明 因为 

aFl_bFo=0 = FlaFo—b)=0, 

所 以 Fo 只 有 两 种 可 能 性 : Fi =0 或 有 =b/a. 因为 = 9f = f=o, 故 由 始 条 
件 , 知 Fo =d. 

先 看 d=0 的 情形 . 因为 Fo = 0, 故 方程 组 (3.3.3) 变 为 


=$ 
bF, =bF, 1—a(FH+ FY), n>2 
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由 于 及 (n 之 2) 由 Fi (i<n) 确定 , 且 Fe RR( 注 意 , 及 是 整 域 而 不 是 整数 环 !)， 
从 这 个 方程 组 的 适 定性 , 即 可 得 到 方程 式 (3.3.1) 的 适 定性 . 
再 看 d= ba 的 情形 . 因为 PE = b/a, 故 方程 组 (3.3.3) 变 为 


R=- 
bF, =bFn_1—a(FM + FR), n>2. 
同样 , 也 可 得 到 方程 式 (3.3.1) 的 适 定性 . 口 


从 证 明 过 程 中 可 以 看 出 , 如 果 要 求解 非 负 系数 的 无 穷 级 数 , 则 只 有 d = 0 时 ， 
方程 式 (3.3.1) 才 具 有 适 定性 . 因此 , 下 面 只 研究 d = 0 时 , 方程 式 (3.3.1) 解 的 

因为 它 是 一 个 二 次 方程 , 可 以 通过 判别 式 求 它 的 解 . 这 里 则 是 用 一 种 通过 变 
换 以 直接 借助 Lagrange 反 演 的 推导 方法 . 

首先 , 方程 式 (3.3.1) 等 价 于 


Cz 


f= aa (3.3.4) 
引进 参数 上 5 和 7n, 使 得 
| A (3.3.5) 
z 0. 
5 
令 
C 
9$(7) = (3.3.6) 
则 
(3.3.7) 
7=é€¢9(n)-. 


因为 8(0) = c/a 关 0, 由 式 (1.5.6), 对 于 n>1, 有 
Be/ = 0n1g" 


如 (生僻 ) (用 式 (L4 当 e= -1/n 时 的 情形 ) 


-0) 
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由 式 (3.3.5) 中 的 第 二 式 和 式 (1.4.4) ( 当 c= -1/L 时 )， 
十 1 一 1 ee i—1\ 
4 a )ca -五 (路 
从 而 , 对 于 n>1, 有 


B02f = 》 218"-76 (用 式 (3.3.5) 和 式 (3.3.7)) 


j=1 


-CO we 
-Ce 


定理 3.3.1 ”在 整 域 扩张 尽 {z} 的 非 负 系数 无 穷 级 数 中 , 方程 


a 2 i = 
和 2)f2 blz)f+z=0, i) 
fl:=0=0 (abc >0) 
有 且 仅 有 一 个 
证 明 只 要 注意 , 若 在 式 (3.3.5) 中 , 用 
二 2 
nt ee rs 


则 可 导出 在 式 (3.3.8) 中 不 会 有 负 系 数 . 从 而 , 这 个 方程 有 一 个 无 负 系数 无 穷 级 
数 解 . 
不 再 有 其 他 解 的 证 明 , 可 直接 从 定理 3.4.1 证 明 中 的 d = 0 部 分 导出 . 口 


因为 方程 式 (3.3.9) 的 解 由 


a 全 CS 本 i-1/2j—2 fe (3.3.10) 
0 it 


确定 , 从 定理 3.4.2, 即 可 得 以 下 推论 : 


推论 3.3.1 ”如 果 a 是 5b 和 c 的 一 个 公 因子 , 则 在 方程 式 (3.3.9) 的 解 中 , 所 
有 系数 都 是 正 整数 . 


证 明 ”只 需 讨论 整数 性 . 用 与 定理 3.4.1 证 明 中 相仿 的 方式 , 即 可 得 出 。 口 
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事实 上 , 在 式 (3.3.10) 中 , 若 对 于 1 < j < n, 引进 
_(-D"-i Tc] 二 1127 一 2N fn 一 1 
村 十 了 四 加 (他 
和 Ai = An_2i 一 An_2i_1 (0<ig fn/2]), 则 对 于 n>1, 


[rn/21-—1 


Orf=6m+ > Ani, (3.3.11) 


i=0 


1， n=1(mod 2), 
6ln) = 
0， n=0(mod 2), 


其 中 


称 为 n 的 模 2 特征 数 . 由 |4;| 的 单 增 性 , 可 知 4%; > 0 (0<i< [fn/2] 一 1). 


例 3.3.1 不 可 分 离 外 平面 简单 根 三 角 化 依 根 面 次 的 同 构 分 类 . 当 a=b= 
c=1 时, 0?f 是 不 同 构 的 n 度 不 可 分 离 外 平面 简单 根 地 图 的 数目 , 一 个 n 度 不 可 
分 离 外 平面 简单 地 图 是 根 面 次 m 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 , 当 且 仅 当 n= 3m 一 3， 
若 用 fot = fnor(z) 表示 不 可 分 离 外 平面 根 三 角 化 依 根 面 次 的 计数 函数 (图 3.3.1)， 
则 由 式 (3.3.11), 知 


[(3m-3)/21-1 - 
OF fnot = > Asm-3,i, (3.3.12) 


i=0 


其 中 mm > 3. 例如 , 根 面 次 不 超过 5 的 不 可 分 离 外 平面 简单 根 三 角 化 同 构 分 类 为 
(1P31) + (2Ps,2)+ (4Pr,a), 


其 中 P11, Ps 和 Pr 在 图 3.3.1 和 图 3.3.2 中 给 出 , 分 别 为 根 面 次 m= 3,4 和 5 
的 不 可 分 离 外 平面 根 三 角 化 . 


o 0o 
o o 
o 
o 
o o, o o o 
o 
Pi Ps Pss Ps Pes 


Pu Ps 
图 3.3.1 度 为 0~6 的 不 可 分 离 外 平面 简单 根 地 图 


例 3.3.2 植 3- 树 按 阶 的 同 构 类 . 一 个 植 3- 树 既是 植树 又 是 3- 分 树 . 
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5 OO 
o 
o 
o 
o 
Pp Ps 


图 3.3.2 度 为 7 的 不 可 分 离 外 平面 简单 根 地 图 


根据 外 对 偶 性 原理 , 一 个 地 图 是 植 3- 树 , 当 且 仅 当 它 的 外 对 偶 是 不 可 分 离 
外 平面 根 三 角 化 . 并 且 , 植 3- 树 的 悬挂 点 数 就 是 这 个 外 平面 根 三 角 化 的 根 面 
次 . 因为 一 个 3- 树 的 非 悬 挂 点 数 比 它 的 悬挂 点 数 少 2, 阶 为 n > 4 的 3- 树 具有 
奴 = (n 十 2)/2 个 悬挂 点 . 非 悬挂 点 的 数目 就 是 3- 节 点 的 数目 . 
令 fotrit = fpurit(z) 是 植 3- 树 以 3- 节 点 的 数目 s 为 参数 的 计数 函数 , 则 由 式 
(3.3.12), 知 
[(3(s+2)—3)/21—1 


A n= 三 0(mod 2), 
Br forit = 名 “0 (ed) (3.313) 


0, n0(mod 2), 
其 中 s >1. 


在 图 3.3.3 中 , 给 出 了 s=1,2 和 3 植 3- 树 的 同 构 类 : (1T1) 二 (27T21) 二 (473,1)， 
计 7 类 . 


人 


Ta 
图 3.3.3 次 3 节点 数 为 1~3 的 植 3- 树 


例 3.3.3 不 可 分 离 外 平面 简单 根 地 图 依 度 的 同 构 分 类 . 若 a=b=a=1， 
d= 0, 则 方程 式 (3.3.1) 变 为 


(1+2)f2—(1+2)f+z=0, (adi) 
fl:=0 = 0. 
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用 式 (3.3.8), 方程 式 (3.3.14) 的 解 由 


0, n=0, 
f= (一 yy 人 习 人 中 (3.3.15) 
ji-1)° 


确定 . 这 个 函数 f 提供 了 对 于 不 可 分 离 外 平面 简单 根 地 图 以 度 为 参数 的 同 构 
分 类 . 
在 图 3.3.2 和 图 3.3.3 中 , 提供 了 不 可 分 离 外 平面 简单 根 地 图 对 于 度 为 1~ 7 
的 同 构 分 类 : 
(1P)+(1PB1)+(1P,1)+ (1Ps1 +2Ps,2)+ (5Ps1+1Ps,) 
+(1Pr1+6Pr,2+3Prs+5Pr,4). 


例 3.3.4 含 节点 地 图 的 不 可 分 离 外 平面 简单 分 类 . 令 g=f+1, 则 方程 式 
(3.3.15) 变 为 


(1+z)g?—3(1+z)g+3z+2=0, (3.3.16) 
gl:=0=1. 
因此 , 这 个 方程 的 解 由 
1 n=0. 
Org= 
| Om-1f，n 之 1( 由 式 (3.3.15)) 
确定 . 
3.4 三 角 化 型 
讨论 方程 ([67], 70 页 ) 
s+ 1 二 zP2+2 一 27+1= 
a 2 +1=0, (3.4.1) 
Ho 


定理 3.4.1 ”方程 式 (3.4.1) 在 RR{z} 中 有 且 仅 有 一 个 非 负 寡 、 非 负 整 系数 
无 穷 级 数 的 解 . 
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证 明 给 定 大 二 8rfi (n 之 0, i=1,2, 3). 因为 f+ = 了, 故 自然 有 FN = 
Of =F,. 
由 于 有 =29f=f|:-=o=0, 对 于 i=1,2,3, 有 


f= Fz". 
n2i 
方程 式 (3.4.1) 变 为 
Fl 2F+1=0 (对 于 z0 = 1, 即 常数 项 )， 
FH- FM+F -2F=0 (对 于 z!=z, 即 1 次 项 )， 
Fl FI+F -2F=0 (对 于 z?, 即 2 次 项 )， 


FF 一 FA +F, 一 2Fn41 二 0 (对 于 z", 即 n>3 次 项 ). 
由 上 面 第 一 个 式 子 , 有 
FI-2R+1=0 = F2-2R+1=(R-1)=0 = hh=1. 
由 第 二 个 式 子 , 有 
Fl FMI+F-2F=0 = 2RF-F+h-2F=0 
= 2F-2F=0 
> FD=? 
由 第 三 个 式 子 , 有 
Fl FA+F -2F=0 = 2FF+F?-2nF+F—2F=0 
=> FE(F -1)=0 
= FE=0,F= 1( 舍 去 ). 
再 看 一 看 n= 3 的 情形 , 以 确定 Fs. 因为 五 = 二 1 Fs =0, 所 以 
FREI+ FY FF -2F = F3+(2FF +2FF)— (FFs+F?)+F—2F 
=1+2Fs—2F3+ Fy—2F, 
=1-—F=0, 


由 此 知 Fy =1. 
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当 n=4 时 ,因为 及 =1, 访 =0, 局 =1, 所 以 
FR + FA FF 2Fs=3F?F+(2F Fs+2FF+F?) 
— (2 Fy+2F2Fs)+ Fy—2Fs 
=2Fs+1—2F4+Fs—2Fs 
=1—F=0, 


由 此 知 Fa = 1. 
对 于 n > 5, 从 已 经 确定 的 F; (1 < i< n 一 1), 再 由 通 式 


FBI+FA,— FB +F,—2F,n = 


即 
EE lL 
= 所 PBF:+ H np Dt nl1-t 
确定 及. 

由 于 这 个 过 程 进 行 的 唯一 性 , 以 及 当 n>4 时, Fri > 所, 所 以 
对 [3 [3 | 
Dn i 2 用 司 -人 有 nl-l 
1=2 {2 

国 
= DR(F ~ Fn) 
1=2 
>0, 
因此 FF 一 直 保 持 非 负 整 性 , 即 得 所 讨论 方程 的 适 定性 . 口 


为 了 求 出 方程 式 (3.4.1) 的 这 个 解 , 虽然 它 是 一 个 三 次 方程 , 在 1.4 节 中 提供 
了 一 个 普遍 适用 的 方法 , 但 由 于 计算 起 来 与 二 次 方程 相 比 过 于 复杂 , 还 是 从 这 个 
方程 本 身 的 特殊 性 着 手 . 

首先 注意 到 , 这 个 方程 对 于 1/z 是 二 次 的 , 即 

1\2 . 
(3) 产 - (=)02+2PD+(U2+7+D=0 
由 判别 式 
(f2+27)? —4f°(f3+f+1)= f°((f+2)*—4(fs+f+1)) 
=f*(1—4f), 
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可 知 
1_ f+2+fVI-aF 
z 2f Y 
从 而 
了 2f 
?7 +2tfVi= 
考虑 到 f 是 非 负 系数 , 只 能 有 
= 2f 
= (3.4.2) 
为 了 避 开 根 式 , 引进 一 个 参数 0, 使 得 
1-20= Vi-47, 
从 而 可 得 
f=0(1-0). (3.4.3) 
将 之 代入 式 (3.4.2), 即 得 
_ 0(1-0) 
z= 1400-0) (3.4.4) 
令 
2(] 一 
#0)= 0, 
则 由 式 (3.4.3) 和 式 (3.4.4), 得 
{ 卫生 (3.4.5) 
0= 26(0). 


由 于 4(0) =1 冯 0, 在 式 (3.4.5) 的 基础 上 , 用 定理 1.5.1( 即 Lagrange 反 演 )， 
即 得 


yf) 


(Ca -20% 726"). (3.4.6) 


和. 
n 


n _1 n— n 
BTJ= 0 人 (4 
由 二 项 式 定理 , 知 

本 二 [7 Na 
“Ee 

由 式 (1.4.4) 的 第 二 式 当 c= 一 1/1 时 的 情形 ， 知 
1 s+l—1\, 
rw 5( t= ) 
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因此 由 式 (3.4.6), 对 WE > 1 


ser (i) 


1=0 


ma、 1nN /k—2n+3l—1 
-> 0)( 1 一 1 ) (3.4.7) 
定理 3.4.2 方程式 (3.4.1) 在 有 R{z} 中 的 解 由 
(n—D)!(3—n—3)! 
人 (n> 3), 
es Un—l—1)!(l—1)!(21—n—2)! 


Qf=1, f=0 
确定 . 
证 明 由 式 (3.4.6) 和 式 (3.4.7), 知 
2) 


(ru Ee ere) 


[中 1 
CT) 
{=[ 对 :1 


从 而 , 对 于 n>3, 有 
(n—1)!(31—n—3)! 


5/ = Un (na 


[对 :1sisn-1 
通过 求 和 指标 的 变换 和 对 n = 1 和 2 情形 的 具体 演算 , 即 可 得 式 (3.4.8) . 口 
例 3.4.1 外 平面 根 三 角 化 依 根 面 次 的 分 类 . 在 文献 [67](§ 3.1) 中 , 已 经 证 明 
方程 式 (3.4.1) 由 定理 3.4.1 所 确定 的 解 了 = zgot, 其 中 go 为 外 平面 根 三 角 化 以 
根 面 次 为 参数 的 计数 函数 , 即 87got = 87+1f (n > 0). 
图 3.4.1~ 图 3.4.3 描述 了 根 面 次 小 于 7 的 外 平面 根 三 角 化 , 并 依 根 面 次 的 同 
构 类 进行 了 分 类 . 由 定理 3.4.2 中 的 式 (3.4.8), 知 
got =0f =1, gt=0f=0, Ogot = f=1, 
Ogot 兰 洲 三 1 Otgot =f=4, Osgot =&1 = 10, 
Osgot = orf =34. 
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o 
o 
o 
o 
o o 


Tn Ta Ta Ta Tz Ts 
图 3.4.1 根 面 次 为 0~ 5 的 外 平面 根 三 角 化 的 分 类 
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图 3.4.3 ” 根 面 次 为 6 的 外 平面 根 三 角 化 的 分 类 (II) 


在 图 3.4.1 中 , 根 面 次 为 0 的 外 平面 根 三 角 化 的 同 构 类 为 Ti 只 有 节点 地 图 ; 
根 面 次 为 1 的 外 平面 根 三 角 化 的 同 构 类 为 0; 根 面 次 为 3 的 外 平面 根 三 角 化 的 同 
构 类 为 T31, 只 有 三 角形 ; 根 面 次 为 4 的 外 平面 根 三 角 化 的 同 构 类 为 2T4,1 十 2T4,2， 
共有 4 类 ; 根 面 次 为 5 的 外 平面 根 三 角 化 的 同 构 类 为 575,: + 575,, 计 10 类 . 

从 图 3.4.2 和 图 3.4.3 可 以 看 出 , 根 面 次 为 6 的 外 平面 根 三 角 化 的 同 构 类 为 
3T51 十 2T5.2 十 6Ts,3 十 6Ts,4 十 3T6,5 十 6Ts,6 十 6T6.7 十 2T6,s, 共计 34 类 . 


例 3.4.2 由 图 3.4.1~ 图 3.4.3, 也 可 以 看 出 在 外 平面 根 三 角 化 中 所 含 的 不 可 
分 离 外 平面 根 三 角 化 , 从 而 导出 不 可 分 离 外 平面 根 三 角 化 在 给 定 内 面 数 的 条 件 下 
的 同 构 类 . 这 一 任务 有 待 讨论 多 变量 函数 方程 时 完成 . 
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这 里 , 提供 了 不 可 分 离 外 平面 根 三 角 化 在 内 面 数 不 超过 4 的 同 构 类 : 
(173,1) + (2T4,2) + (575,1) + (6Ts,e + 6Te,7 + 2Ts,8). 


这 就 是 在 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 中 外 面 ( 即 根 面 ) 次 与 内 面 数 的 关系 , 其 中 的 Ts3,1， 
Ta2, Ta 和 T6i(6 <i< 8) 分 别 为 1,2,3 和 4 个 内 面 的 不 可 分 离 外 平面 根 三 角 化 . 

实际 上 , 若 规定 有 一 个 没有 内 面 的 不 可 分 离 外 平面 根 三 角 化 , 则 不 可 分 离 外 
平面 根 三 角 化 以 内 面 数 为 参数 的 计数 函数 fiotr = frotr(z) 是 方程 


zf*?—f+1=0, (9.4.9) 
fz=0=1 
的 唯一 无 负 寡 项 非 负 系 数 无 穷 级 数 解 . 这 又 回 到 了 3.1 节 中 所 讨论 的 tbint. 
3.5 四 角 化 型 
本 节 讨 论 方程 
zf3—3zf?+(3z—1)f+1=0, (3.5.1) 
fl:=0=1. 


定理 3.5.1 方程式 (3.5.1) 在 RR{z} 中 有 且 仅 有 一 个 非 负 寡 、 非 负 整 系数 
无 穷 级 数 解 . 

证 明 令 及 =8 放 克 =8aF(i=1,2). 由 于 川 -o=1(n>0), 其 中 对 
于 任何 整数 n > 0， 


FH = RF. 
ee n (3.5.2) 
FM= 》 FEF=) nr, 
HL。 过 
故 由 方程 式 (3.5.1), 得 如 下 方程 组 : 
-Fo+1=0 (n=0), 
ole a (3.5.3) 
FB] -3FB +3F, 1 一 及 =0 (n>1). 
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对 于 式 (3.5.3) 中 n=0 的 情况 , 由 式 (3.5.2), 知 
-RE+1=0 = 而 =1. 

这 就 是 方程 的 始 条 件 . 从 而 , FY = 1, FA =1. 

对 于 式 (3.5.3) 中 n==1 的 情况 , 由 式 (3.5.2), 以 及 为 = FI = LE =1, 
可 得 

Fl_3FB+3F R=0 = 1- 及 =0 >" R=1. 

从 而 , Fl2 = 2,，P = 3. 

由 此 , 对 于 任何 整数 n > 2, 可 以 基于 式 (3.5.2), 由 已 经 确定 的 Fi (i < n 一 1)， 
通过 


FB -3F +3F, 一 及 =0， 即 F,=F + 1-3F, 


来 确定 出 及. 
由 这 个 过 程 的 唯一 性 , 以 及 站， 十 ,1 > 3F 导致 非 负 整数 的 保持 性 , 即 
得 欲 证 的 结论 . 0O 


为 了 求 出 方程 式 (3.5.1) 的 那个 解 , 需要 看 一 看 它 的 结构 . 首先 , 引进 一 个 参 
数 &, 使 得 


f=1+zg 且 g=é. (3.5.4) 


由 方程 式 (3.5.1), 得 z3g3 一 g++1=0, 即 
1 


《= Ie (3.5.5) 
将 上 视 为 变量 上 的 函数 上 = t0(&), 使 得 
(6) = (3.5.6) 


1 二 2362 
由 于 4(0) =1 关 0, 可 用 式 (1.5.6) 将 g = 表示 为 t 的 显 函 数 , 使 得 对 于 n> 1 
Bng= 了 21 和 (用 式 (1.4.4) 的 第 二 式 中 c= 一 1/n 时 的 情形 ) 
ea 3+n—1\, 3 ae 
= wt i ) (3.5.7) 


_ ns i 


n n-1 
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当 t= 1 时 , 这 个 goa= 引 =:1 就 是 方程 


z3g3—g+1=0, (3.5.9) 
gl:=0=1 
的 唯一 解 . 方程 式 (3.5.7) 的 适 定性 直接 由 方程 式 (3.5.1) 的 适 定 性 导出 ， 由 式 
(3.5.6), 知 
EC 
ms (3.5.10) 
本 和 ) 2 
定理 3.5.2 ”方程 式 (3.5.1) 的 解 为 
1 /3s\ 3, 
{tn 和 (3.5.11) 
证 明 由 式 (3.5.4), 即 可 得 结论 . 口 


虽然 方程 式 (3.5.7) 也 可 用 1.4 节 中 介绍 的 一 般 方 法 求解 , 但 这 里 还 是 采用 其 
他 方法 , 以 便 考 察 它们 之 间 的 等 价 性 和 各 自 的 特点 . 


例 3.5.1 不 可 分 离 外 平面 根 四 角 化 按 非 根 面 边界 边 (或 称 内 边 ) 数 的 同 构 分 
类 . 令 4 是 以 内 边 数 为 参数 的 不 可 分 离 外 平面 根 四 角 化 的 计数 函数 . 因为 最 小 的 
不 可 分 离 外 平面 四 角 化 是 一 个 四 边 形 带 一 个 内 面 而 无 内 边 , 由 外 平面 与 不 可 分 离 
性 , 每 产生 一 个 内 面 就 得 到 一 个 内 边 和 两 条 边界 边 , 非 根 边 的 数目 总 是 3 的 倍数 ， 
设 为 3s (s > 1). 这 时 , 总 边 数 3s 十 1 = (2(s) 十 3) 十 (s), 其 中 s 是 内 边 . 从 而 , 内 
边 数 为 s 一 1. 因此 , 对 于 s > 0, 有 


O314f = 03+3g = Osg. (3.5.12) 


在 图 3.5.1 中 , 给 出 了 60;g (0 < s< 3) 个 不 可 分 离 外 平面 根 四 角 化 的 同 构 
分 类 : 


(17bl) 十 (37Tii) + (8T2,1 十 472,2) 十 (2078,: 十 1078,2 十 1073.3 十 573.4 十 1073.5). 


例 3.5.2 植 4- 树 在 给 定 非 悬 挂 点 数 条 件 下 的 同 构 类 . 在 例 3.5.1 的 基础 上 ， 
植 4- 树 的 外 对 偶 就 是 不 可 分 离 外 平面 四 角 化 , 由 外 对 偶 性 , 即 可 得 植 4- 树 在 给 定 
非 悬 挂 点 数 条 件 下 的 同 构 类 . 
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Tss 
图 3.5.1 不 可 分 离 外 平面 根 四 角 化 的 分 类 


本 节 讨论 方程 ([67], 100 页 ) 


(3.6.1) 
fl:=0 =1. 
这 个 方程 是 从 最 一 般 的 外 平面 根 地 图 的 计数 中 提炼 出 来 的 . 就 普遍 性 而 言 , 至 少 
应 该 考虑 所 有 系数 都 是 待定 函数 自 变量 的 线性 形式 . 从 方法 上 , 我 们 还 是 宁愿 从 
一 个 具体 的 典型 示例 人 手 , 以 便 能 更 清晰 地 了 解 一 般 情况 . 
由 于 fl:=0=1, 可 以 对 于 n>0, 令 


| zf —(1—z)f3+(1—3z)f?+3zf—z=0, 


i 
fi = = Rr (i>2), 


各 (3.6.2) 


f=, 


78 
则 方程 式 (3.6.1) 等 价 于 方程 组 : 


-Fl + FI=0 

> FH-F+l)=0 = R=1, FH=1(2<igd), 
mI FS FSF 3 +3F -1=0 

> 1-3R+1+2F -3+3-1=0 一 -hi+1=0 
= R=1, FH=2, Fh=3, Fl=4, 

FAM — FM+FA +E -3FH, +3F,1=0 


a 
> Pa,- (3F,+ DFP,) + Fe, 
k==1 
n-l 
+(2F, + FP) -3FM 二 3R 1=0 
k=1 


n-l 
> Fh=F -DR(F r+)+F, 


k=1 
nn—l 


十 》 FF rk—3F0) +3F, 1 
k=1 
n—l 
= FP +P +3Fn 1 FP, — 3, 
大 =1 
(= Fiogisn-1= Fl) (>2). 


因为 及 =1, FH = PPL， 式 (3.6.3) 变 为 


%=1 

= 7 十 PE， +3Fn-1 一 六 有 FE 一 4FE， (n>2), 
k=2 

=h=1 


定理 3.6.1 在 RR{z} 中 ,方程 式 (3.6.1) 有 且 仅 有 一 个 解 . 
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(3.6.3) 


(3.6.4) 


证 明 由 方程 式 (3.6.1) 与 式 (3.6.4) 的 等 价 性 且 对 Yn > 0, 所 , € 尺 , 即 可 得 


结果 . 


局 | 


例 3.6.1 一 般 外 平面 根 四 角 化 对 给 定 边 数 的 同 构 分 类 . 因为 所 有 内 面 都 是 
四 角形 , 故 无 自 环 . 又 由 于 外 平面 性 , 故 无 重 边 . 自然 , 这 种 四 角 化 都 是 单 的 (多 用 


简单 的 , 但 难度 未 必 简单 , 易 误解 ). 


在 文献 [67](99~100 页 ) 中 , 已 经 证 明 方程 式 (3.6.1) 的 解 就 是 一 般 外 平面 根 


四 角 化 以 边 数 为 参数 的 计数 函数 六 。. 
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用 式 (3.6.4), 可 以 算出 方程 式 (3.6.1) 的 解 : 
foa(z2) =z 十 2z2 十 523 十 15z4 十 48z5 十 160z3 十 552z7 +1 953z8 十 … . 


例如 , zs 的 系数 为 1 953 意味 着 带 8 条 边 的 一 般 外 平面 根 四 角 化 具有 1 953 
个 同 构 类 . 为 了 提供 带 一 般 性 的 信息 , 这 里 只 讨论 这 一 情形 . 因为 树 都 没有 有 限 面 
外 平面 , 由 式 (3.1.6), 知 


带 8 条 边 的 根 树 有 
16! 


8I9! 
个 同 构 类 . 余下 的 1 953 一 1 430 = 523 个 中 至 少 有 1 个 有 限 面 一 般 外 平面 根 四 角 
化 的 同 构 类 , 由 图 3.6.1~ 图 3.6.6 给 出 . 其 中 , Qi (1 < i< 30) 是 只 有 一 个 有 限 面 
的 一 般 外 平面 根 四 角 化 ，Qai (1 < i< 3) 为 有 两 个 有 限 面 的 一 般 外 平面 根 四 角 化 . 
空心 圆 表示 定 根 的 方式 . 没有 空心 圆 表示 在 根 面 边界 上 所 有 { 端 , 侧 } 处 都 有 空 
心 圆 . 
在 图 3.6.1 中 , 提供 了 以 下 同 构 类 : 


:的 各 


Qs Qs Qs 
图 3.6.1 一 般 外 平面 根 四 角 化 的 分 类 : Q1,1 ~ Q1,6 


=13x1llx10=1 430 


12Q11 +12Q12+24Q1,3+24Q14+12Q1s 二 +12Q16, 


计 96 个 . 
在 图 3.6.2 中 , 提供 了 以 下 同 构 类 : 


24Qiz+24Qis 二 12Qie+12Qiio+2491a 十 12Qua2， 


计 108 个 . 
在 图 3.6.3 中 , 提供 了 以 下 同 构 类 : 


24Qs+12Qi +24Q115 二 +24Q116 十 12Q117 十 6Q1,18， 


80 组 合 泛 函 方程 论 


名 


Qiw Qn Qu 
图 3.6.2 人 QL7 ~ QL12 


a 


Qu Qu Qu Quis Qu Qu 
图 3.6.3 一 般 外 平面 根 四 角 化 的 分 类 : Q1,13 ~ Ql,18 


Ea 


Qe Qia Qiz 
图 3.6.4 一 般 外 平面 根 四 角 化 的 分 类 : Q1,19 ~ Q1,24 


计 102 个 . 
在 图 3.6.4 中 , 提供 了 以 下 同 构 类 : 


24Q119 + 12Q1,20+ 6Q121 +12Q1,22+24Q1,23 十 24Q1,24， 


计 102 个 . 
在 图 3.6.5 中 , 提供 了 以 下 同 构 类 : 


24@1,25 + 12Q1,26 + 24Q1,27 + 12Q1,28 + 12Q1,29 + 3Q1,30, 


计 87 个 . 
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在 图 3.6.6 中 , 提供 了 以 下 同 构 类 : 


16Q2,1 + 8Q2,2 + 4Q1,27, 
计 28 个 . 
Qizs Qu Qi Qi Qi Qi 


图 3.6.5 一 般 外 平面 根 四 角 化 的 分 类 : Q1,15 ~ Q1,30 


[7 @ 全 是 多 
和 0° 
Qe Qu Qaa 


图 3.6.6 一 般 外 平面 根 四 角 化 的 分 类 : Q2,1 ~ Q2,3 


因为 一 个 有 限 面 一 般 外 平面 根 四 角 化 有 
96+108 十 102+102 十 87= 495 


个 同 构 类 , 两 个 有 限 面 一 般 外 平面 根 四 角 化 有 28 个 同 构 类 , 至 少 有 一 个 有 限 面 一 
般 外 平面 根 四 角 化 共有 523(= 28 + 495) 个 同 构 类 . 再 考虑 到 无 有 限 面 一 般 外 平 
面 根 四 角 化 的 1 430 个 同 构 类 , 即 得 1 953(= 1 430+ 523) 个 同 构 类 . 


3.7 注 记 


1. 从 例 3.2.1 和 例 3.2.2 中 可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 度 , 植树 与 蕾 状 从 具有 相同 
的 同 构 类 数 . 是 否 可 以 构造 出 它们 同 构 类 之 间 的 一 个 双 射 ( 即 一 一 对 应 )? 事实 上 ， 
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这 个 双 射 就 是 它们 作为 地 图 的 平面 对 偶 . 

2. 同样 , 从 例 3.2.2 和 例 3.2.3 中 可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 度 , 植树 与 不 可 分 离 
外 平面 根 地 图 具有 相同 的 同 构 类 数 . 是 否 也 可 以 构造 出 它们 同 构 类 之 间 的 一 个 一 
一 对 应 ? 因为 在 文献 中 尚 没有 见 到 有 关 描 述 , 在 这 里 只 能 提供 一 个 这 样 的 对 应 . 

对 于 任何 一 个 不 可 分 离 外 平面 根 地 图 (注意 : 只 有 一 条 非 环 边 ( 称 为 杆 ) 组 成 
的 单 边 地 图 ， 称 为 杆 地 图 ， 视 为 退化 情形 ), 在 根 面 ( 即 无 限 面 ) 内 每 条 边界 边 的 一 
侧 和 每 个 有 限 面 内 , 都 引进 一 个 节点 . 两 个 节点 之 间 连 一 条 边 , 当 且 仅 当 这 两 个 节 
点 所 在 的 面相 邻 . 如 此 得 到 的 新 地 图 称 为 原 地 图 的 一 个 外 对 偶 . 其 中 , 二 者 的 根 边 
相应 . 可 以 证 明 , 这 个 新 地 图 是 一 个 根 树 . 

反之 , 对 于 任 一 植树 面 边界 上 每 一 个 连接 两 个 相继 悬挂 点 的 边 侧 端 , 引进 一 
个 新 节点 , 两 个 节点 连 一 条 边 , 当 且 仅 当 相应 两 个 边 侧 端 有 一 对 边 侧 合成 这 个 植 
树 的 一 条 边 . 也 可 证 明 , 所 得 的 新 地 图 是 一 个 不 可 分 离 外 平面 地 图 (注意 : 杆 地 图 
含 在 其 中 ). 

由 此 可 见 , 外 对 偶 就 是 植树 与 不 可 分 离 外 平面 根 地 图 间 的 一 个 一 一 对 应 . 完 
全 形式 地 严格 证 明 , 不 难 通过 文献 [57], 或 更 详尽 的 [74] 中 提供 的 地 图 理论 实现 . 

3. 用 平面 对 偶 性 和 外 对 偶 性 可 分 别 解决 文献 [37] 中 的 问题 5.1 和 问题 5.2. 

4. 在 3.4 节 中 , 若 将 f= zg 代入 方程 式 (3.4.1), 即 得 


3 3 人 2 = 
{ z393 十 (1 一 z)92 十 (z 一 2)9 十 1= 0， (3.7.1) 


gl:=0=1 


就 是 文献 [36] 中 关于 更 的 方程 式 (11.4) . 虽然 那里 已 经 提供 了 $ 的 一 个 显 式 , 但 
十 分 复杂 . 在 例 3.4.1 中 的 go 就 是 这 个 g. 但 这 里 通过 直接 解 方程 式 (3.4.1), 而 
得 到 了 一 个 正 项 和 的 显 式 . 回答 了 文献 [36] 中 的 问题 11.1. 虽然 与 文献 [10] 中 的 
等 价 , 但 推导 过 程 消除 了 那里 的 宛 余 步 又 . 

5. 如 果 通 过 判别 式 解 方程 式 (3.3.13), 首先 需要 确定 根 号 前 的 符号 为 负 , 然后 
通过 式 (1.4.4) 中 c= 2 的 情形 求解 . 因为 所 得 结果 应 与 式 (3.3.14) 一 致 , 故 对 于 
n>1, 


07 (—)" = A -4z). (3.7.2) 
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4.1 消减 变量 


在 文献 [17] 中 , 讨论 了 方程 


2 f2 a Le 
zf+(r—1)f+rz—1=0, (1 
flz=0w=0 =1. 

虽然 这 个 方程 带 有 两 个 变量 , 但 只 要 注意 到 , 若 令 
7 
= 关上 (4.1.2) 
则 方程 式 (4.1.1) 变 为 
二 = 
zf2-f-1=0, 人 
fl:=0=1, 


这 是 一 个 单 变量 方程 , 即 首 变型 方程 式 (3.1.1) 中 a=b=c=d=1 的 情形 . 


定理 4.1.1 方程 式 (4.1.1) 在 尺 {z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 所 有 系数 为 非 负 整数 
的 解 . 


证 明 由 于 ze 入 {z,y}, 从 方程 (4.1.3) 的 适 定性 即 可 导出 方程 式 (4.1.1) 的 
适 定性 . 口 
由 式 (3.1.6), 知 
(2)! 


' 一 和 
f= Cn = ry 
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由 式 (1.4.4) ( 当 c=1 时 ), 知 


加 d=ly. (s—1)! 
ax = (1) = ey 


从 而 可 得 
2 LL 
和 (2k)!(m—1)! 
交大 三 RET I mA n=2k 有 有 m>k>1, (4.1.4) 
0, 其 他 . 


由 此 确定 的 7 就 是 方程 式 (4.1.1) 的 解 . 

上 面 所 显示 的 是 使 用 变量 代替 的 方法 以 减少 方程 中 的 变量 . 可 通过 固定 方程 
中 某 变量 的 一 个 特 选 数值 , 导出 变量 减少 一 个 的 方程 , 或 者 先 考虑 未 定 函数 关于 
一 个 变量 的 级 数 中 某 个 选 定 项 的 系数 . 下 面 仅 以 前 者 为 例 . 

在 文献 [10] 中 , 有 方程 


| f+)f ty=0, 


zf (4.1.5) 
flz=0w=0 = 0. 


定理 4.1.2 方程 式 (4.1.5) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 所 有 系数 为 非 负 整 数 
的 解 . 
证 明 ”因为 方程 式 (4.1.5) 在 R{z,y} 中 与 方程 


队 ， 3 一 
(z 十 切 产 一 z(1 二 zy) 十 zy 一 0， (4.1.6) 

flz=0,wv=0 =0 
等 价 , 为 便于 演算 而 采用 上 面 的 形式 . 

因为 4 是 两 个 变量 的 函数 , 故 对 于 任何 整数 n> 0, 令 
Pf=Fn, f=Fl, 
其 中 及 。 和 FF 都 是 z 的 函数 , 且 
Fl = 和 RPR 


i=0 
由 方程 式 (4.1.6), 对 于 常数 项 (yo), 有 
ZF -ZzFo=0 = 2zF2-zrFo=0 
= zho(Fo—1)=0 
> 1( 人 对 天) 
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对 于 1 次 项 (yw), 有 


zp + FI zz Fot+r =0 (Fo=0) 


> -Zhi+z=0 = 及 :=z2. 
对 于 n (n 之 2) 次 项 (y"), 有 
ZIFA + FD -zn—rFn1=0 (Fo=0) 
n-l 


= DRiFnithnii)—zhn—T Fn-1=0 


i=1 


n—l 
= zhn=D Pi(Fnithnii)—T Pn 
i=1 


从 而 , 得 到 
0, n=0, 
Bw 4 地， n=1, (4.1.7) 
1 n—l 
=( 2 Fi(Fontt Fam-1-t)— i n>2. 
i=1 


由 归纳 假设 ，Fi (1 < i<n 一 1) 带 因 子 z?, 并 且 全 是 尺 {z} 中 带 有 非 负 正 
系数 的 多 项 式 . 因为 
nl 
DPFonit Fon-i) -Zn (Fi=7’) 
i=1 
SE (4.1.8) 
i=2 
,n(n 之 2) 也 带 因子 zz, 并 且 是 RR{z} 中 带 有 非 负 正 系 数 的 多 项 式 . 这 就 证 明了 
方程 式 (4.1.5) 在 R{z,y} 中 有 一 个 非 负 正 系数 的 解 . 
此 类 解 的 唯一 性 可 由 式 (4.1.8) 的 确定 性 直接 导出 . 0 


在 方程 式 (4.1.6) 中 , 取 = =1. 令 h= flz=1. 自然 有 hly=o = flz=0w=0: 两 变 
量 方程 式 (4.1.6) 变 为 单 变量 方程 
(1+)h?— (1+y)h+y=0, (4.1.9) 
je 王公 


这 就 是 全 变型 方程 式 (3.3.1) 中 a = = c= ld= 0 时 的 特殊 情形 , 即 式 (3.3.14). 
它 的 解 已 由 式 (3.3.11) 确定 . 但 注意 , 这 里 式 (3.3.11) 的 A 中 ,a=b=c=1. 
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虽然 以 z, y 为 变量 的 方程 式 (4.1.5) 的 解 , 可 以 通过 直接 解 二 次 方程 的 方法 ， 
利用 式 (1.4.4) 得 到 , 但 由 于 导出 的 显 式 复杂 , 需要 作 一 系列 的 简化 . 

如 果 通过 适当 的 变换 , 借助 Lagrange 反 演 , 就 可 以 省 去 解 的 简化 过 程 . 令 
zyf 


€= zs— 记 (4.1.10) 
则 训 
T 
fte’ ”Ca 
再 令 $= zy 十 6 则 
se TV 一 办 一 上 7= 芭 . (4.1.11) 
最 后 , 引进 参数 多 和 7, 使 得 
和 Es 
7= (zy)(1+»), We Tr (4.1.12) 
利用 定理 1.5.2 (Lagrange 反 演 ), 有 
(pin) 及 m=2 n=1, 
ay) = a n 人 a ey (4.1.13) 
n\m-1/\n-—m 


这 就 提供 了 方程 式 (4.1.5) 的 解 的 一 个 无 和 显 式 . 
在 方程 式 (4.1.5) 中 , 取 z = 1, 即 得 方程 式 (4.1.9). 由 式 (4.1.13), 得 


为 n=1, 
0, 公法 人 
orn=( v1/ )(m-3 4.1.14 
A 实 eg 3<ngy, (4.1.14) 
wm m— n m 
2 ) (eS). a 
mi=[(n-3)12 /Nm 


所 确定 的 解 . 这 是 一 个 有 限 正 项 和 的 形式 . 
若 在 方程 式 (4.1.5) 中 引进 

-人 2, 即 f=zg+z2y, (4.1.15) 

则 有 , 

5 (zy)g+ (zy) 


二 一 (zy)g 一 (zg)2. 
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再 引进 
z= 72y, (4.1.16) 
可 将 上 式 简化 成 
9- 


下 面 讨论 方程 
{ (z+2)g?— (2—2z—2z2)g+ z=0, (4.1.17) 


glz=0,:=0 = 0. 
定理 4.1.3 方程 式 (4.1.17) 在 RR{z,z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 对 Yn>0, 记 6mg=G,n, Og?=GW. 由 方程 式 (4.1.12), 可 得 


0, 0<ng2, 
zrG.n=4 1, n=3, 
ZG + GE +zGsn-1+2G%n-2， 人 n> 和 


出 方程 的 始 条 件 , 即 Go = 0, 以 及 G 忆 , 与 Gi (0 < i<n), 的 关系 , 还 可 将 上 式 
简化 为 
0, 0<n<g?2, 
TG.n= 4 1, n=3, (4.1.18) 


ZG + GH +zGn t+2Ghn_2，n> 和 4 


由 此 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 
从 上 面 的 证 明 中 还 可 以 看 出 , 所 有 Ge 入 {z} C R{z,z}, 而 且 都 是 z 的 非 
负 穆 系数 的 多 项 式 . 
类 似 地 , 也 可 得 到 两 变量 函数 g(z,z) 的 无 和 显 式 , 以 及 当 z = 1 时 , 函数 
g(1,z) 的 有 限 正 项 和 的 显 式 . 


考虑 方程 


二 TV Z ， 工 
世博 ， 


j|-=oy=o=0， 


其 中 h= (1,y). 
为 了 便于 利用 , 将 上 面 的 方程 变换 为 
TY A zy 
Qi+ (ey) 可) ty) 
定理 4.2.1 方程 式 (4.2.1) 在 RR{zx,y} 中 有 和 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 对 Yn>0, 邻 


Onh= H,, Of = Fn, 


y 


其 中 
Nn Da Bi 起 二 及 总 


(z,y) 
m20 


将 式 (4.2.2) 整理 为 
(1—z2)f=(1-z)zy—(z—z)ry +zy(h—f). 
从 而 可 得 


2 : (1-z)Fo=0 = Fo=0 Ho=0, 
:1-2)F1=(1—7)z?+7(Ho— Fo0) 

= (1-7z)F1=(1-7z)r? 

> Fi=2,Hi=1, 
(lz)h2=—(r—72)r +7 (Hi — Fi) 

= (1-z) 及 = 一 (1 一 z)z3+z2(1 一 z2) 
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(4.2.1) 


(4.2.2) 
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全 F.2= 72,Hi =1, 


对 Vn > 3, 
如 : (1—7)Pn = 7 (Hn 1 — Fn1). 


可 以 归纳 地 假设 及 ,。: 为 z 的 一 个 至 多 n 一 1 次 的 非 负 整 系数 多 项 式 , 且 正 
系数 项 的 最 小 次 为 2. 由 


n—l n—l nl 
Haii—Fni=) Fn 1) Fnir=) ,Fn 1(l—7) 


i=2 i=2 i=2 


=(1-2) Fn 人 =) , 
i=2 j=0 


n-2 n—l 
Kan=2 ( > Re) zi. (4.2.3) 
j=0 \i=j+1 
由 归纳 假设 知 尺 。 是 z 的 一 个 至 多 n 一 2+2=n 次 的 非 负 整 系数 多 项 式 ， 
且 正 系数 项 的 最 小 次 为 2. 从 而 , 方程 式 (4.2.1) 在 R{z,y} 中 有 一 个 解 . 
由 确定 忆 , 过 程 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


虽然 这 是 一 个 关于 了 的 一 次 方程 , 但 其 还 带 有 另 一 个 未 知 函数 h, 又 不 允许 
将 方程 限制 在 z = 1, 引起 了 麻烦 , 不 能 直接 求解 . 为 此 , 要 看 一 看 是 否 可 以 先 将 h 
求 出 来 . 如 果 能 将 h 和 vy 都 用 同一 个 参数 表示 , 然后 再 将 这 个 参数 消去 , 则 可 导 
出 hh 和 的 关系 , 从 而 确定 h. 

因为 方程 式 (4.2.1) 与 式 (4.2.2) 等 价 , 可 以 通过 方程 组 ( 称 为 特征 方程 ) 


6y . 
-eg » 0 
人 
TGS 


将 hh 和 vy 都 用 &==z 表示 出 来 . 
先 从 式 (4.2.4) 中 的 第 一 个 方程 求 得 y 和 & 的 关系 , 然后 再 从 第 二 个 方程 导 
出 h 和 的 关系 , 即 


y= te 
| Ri (4.2.5) 
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为 了 计算 方便 , 令 销 = 一 1 则 得 


y=Yy1+y), 
h= =y(1+y). 2 
1+» 
由 定理 1.5.1 和 方程 式 (4.2.1) 的 始 条 件 , 可 得 
0, n=0, 
Orh= (2n—2)! (4.2.7) 
A 
定理 4.2.2 方程 式 (4.2.1) 的 解 由 
Z2， 入 = 
f= 2 人 m— a SS (4.2.8) 
A 1 n—2 


确定 . 
证 明 若 引进 参数 和 使 得 z = 和 (1 十 少 ), 由 式 (4.2.6), 就 有 
1 
=*(T77): (4.2.9) 
w=y1+y)?. 
因为 


_ ,2 h—zy h—-zy _ 1+» 
f=ry(1+ 7) 1—z+zy 1 一 AW 
所 以 可 在 式 (4.2.8) 的 基础 上 , 利用 定理 1.5.2, 求 得 

i h—zy (m—1)(2n—m—2)! 
OE 区 ) mn 


从 而 , 定理 得 证 . 口 


1 一 Z 十 z27 


推论 4.2.1 对 于 任何 整数 n> 2, 有 组 合 恒等式 


n-2 
> Qn—2) (4.2.10) 
m=0 


nl(n—1)! 


证 明 因为 Oh = 如 flz-1, 所 以 由 式 (4.2.7) 和 式 (4.2.8), 即 可 得 欲 证 的 
结论 . 口 
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例 4.2.1 带 限制 的 外 平面 根 地 图 按 边 数 的 根 点 次 的 同 构 分 类 . 一 个 外 平面 
地 图 称 为 带 限制 的 , 是 指 根 环 内 无 自 环 , 而 且 收 缩 根 边 后 也 不 出 现 这 种 情况 . 考虑 
方程 


和 2 区 
| A (4.2.11) 
fl:=0y=0 = 1, 
其 中 h= Fei 
或 等 价 地 , 考虑 标准 形式 
(CE (4.2.12) 
或 展开 形式 
(1—z+z3y)f =1—z+zyh. (4.2.13) 


定理 4.2.3 方程 式 (4.2.3) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 利用 式 (4.2.13), 与 定理 4.2.1 的 证 明 相仿 , 方程 式 (4.2.3) 的 解 由 


2 n=0, 
Fn 一 二 (4.2.14) 


> Fi》 wt 1 


m2>1 i=0 
确定 . 因为 所 有 ,neE R{z}, 所 以 fe R{z,y)}, 并 且 Fn 是 z 的 常数 项 为 0 的 
正 整 系数 的 2n 次 多 项 式 . 
由 用 式 (4.2.14) 求 f 的 唯一 性 , 可 知 这 个 /是 方程 式 (4.2.3) 仅 有 的 


一 个 解 . 口 
由 于 
mtl 3 2(n-1) 2n 2(n-1) 
Pree DD Bo) (DD Be 
m21 i=0 m=1 j=l m=4 j=m-2 


由 式 (4.2.14), 可 得 


0, m= 0, 


2 Bn, 1gmgs, 
EE (4.2.15) 


> Fin-l, 4<m<2n, 


0, m>2n+l1. 
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用 式 (4.2.15), 对 于 n 二 1,2,3, 可 得 到 


有 :一 Z 十 Z2， F2= 2z 十 2z2 十 2z3 二 74， 
(4.2.16) 
及,s 一 7z 十 7z2 十 7z3 十 5z4 十 3z5 十 75. 
在 此 基础 上 , 图 4.2.1~ 图 4.2.6 显示 了 边 数 为 3 及 3 以 下 的 带 限制 外 平面 根 
地 图 的 同 构 分 类 . 在 这 些 图 中 , Tn(;) 是 指 边 数 为 n、 根 点 次 为 m 的 带 限制 外 平 
面 根 地 图 中 的 第 i 个 地 图 . 在 表示 这 个 地 图 的 图 形 中 , 小 空心 圆 提供 不 同 构 的 定 
根 方式 . 


o 


Tu Ta 
图 4.2.1 边 数 为 1、 根 点 次 为 1 ~ 2 的 带 限制 外 平面 根 地 图 的 分 类 


IYOYS 


Ta Tz 了 ao Taze) Tea Tsay) 
图 4.2.2 边 数 为 2、 根 点 次 为 1 ~ 4 的 带 限制 外 平面 根 地 图 的 分 类 
Ta Ts) Ta 了 am Ta Ta 


图 4.2.3 边 数 为 3、 根 点 次 为 1 的 带 限制 外 平面 根 地 图 的 分 类 


从 式 (4.2.16) 可 以 看 出 , 一 条 边 的 带 限制 外 平面 地 图 的 根 点 次 只 能 为 1 或 2， 
并 且 (i121) = (1,1). 图 4.2.1 显示 了 这 两 个 同 构 类 , 即 


Fi=1 DS 1Tny, Foi=1 = 1T0: 
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v Ab 3Y 


了 ao Tao Ta Ta 了 am 


图 4.2.4 边 数 为 3、 根 点 次 为 2 的 带 限制 外 平面 根 地 图 的 分 类 


(YYyY 


Ta Ta Ta Tea 


图 4.2.5 边 数 为 3、 根 点 次 为 3 的 带 限制 外 平面 根 地 图 的 分 类 


9 人 了 人 人 


Tiao Tiam Tsa0) Toa 


图 4.2.6 边 数 为 1、 根 点 次 为 4~ 6 的 带 限制 外 平面 根 地 图 的 分 类 


从 式 (4.2.16) 可 以 看 出 , 两 条 边 的 带 限制 外 平面 地 图 的 根 点 次 m 只 能 为 
1~4, 并 且 


(Fi,2, Fz2, Fs,2, Fa2) = (2,2,2, 1). 


图 4.2.2 显示 了 这 四 个 同 构 类 , 即 


Fi2=2 FD 1720) 十 1712(2)， 
F2=2 全 17220) 十 1722(2)， 
F2=2 之 27320)， 
Fz2=1 = 17420). 


从 式 (4.2.16) 可 以 看 出 , 三 条 边 的 带 限制 外 平面 地 图 的 根 点 次 m 只 能 为 
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1 一 6, 并 且 “ 
(Fi,s, Fo,3, F3,3, Fa,s, Fs,3, Fe,3) = (7,7,7,5,3,1). 


图 4.2.3 给 出 了 根 点 次 为 1 时 这 类 根 地 图 的 分 类 , 即 
Fs=7 > 1170)+1T,a0)+1T,s6)+2T,3()+1T,3)+1T.s0). 
图 4.2.4 给 出 了 根 点 次 为 2 时 这 类 根 地 图 的 分 类 ， 即 
Fs=7 = 27230)+1T2,302)+1T2,3(3) +1T2,3(4) +272,3(5). 
图 4.2.5 和 图 4.2.6 分 别 给 出 了 根 点 次 为 3 和 4~ 6 时 这 类 根 地 图 的 分 类 , 即 


Fis=7 人 273,30) 十 273,3(2) 十 273,3(3) 十 173,3(4)， 


Fas=5 = 27430) 十 3743(2)， 
Fs3=3 全 375s0)， 
Fis=1 = 17ts0). 


定理 4.2.4 令 fiop = f(z,y) 是 方程 式 (4.1.11) 的 解 , hrop =h(y), 则 


8 | 3 oh (4.2.17) 
yhrop = 4 2(3n+1)! 2.1 
nlnt2)r "> 
Pi 1, m=0, n=0, 
a 4.2. 
Oa) frop ee (0 (2 唱 nz21,1<me<a2n. 人 
证 明 由 式 (4.2.13), 通过 特征 方程 
1-é€+é3y=0, 
1—é€+éyh, 
以 上 = z 为 参数 , 解 出 hh 和 vy, 得 
h=é2. 
为 了 计算 的 方便 , 引进 C= 一 1, 则 
hs 3 
《201+6)， (4.2.19) 
h=(1+0). 
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利用 定理 1.5.1 ( 即 式 (1.5.6)), 就 得 到 hsop = h(y) 由 式 (4.2.17) 所 确定 . 从 而 , 定 
理 的 前 一 个 结论 成 立 . 
从 式 (4.2.13), 可 得 
zy(h— 7?) 
1 一 z 十 z2y- 


f=1+ 
再 引进 z=n(1 十 0), 则 结合 式 (4.2.19), 有 
1 
寻宝 z(Tr) ; 
C=y1+0)», (4.2.20) 


fr 


利用 定理 1.5.2 ( 即 式 (1.5.20) 和 式 (1.5.21)), 就 得 到 fios = f(z,y) 由 式 (4.2.18) 
所 确定 . 从 而 , 定理 的 后 一 个 结论 成 立 . 口 


推论 4.2.2 对 于 整数 n > 1, 有 恒等式 


2(3n+D)! 3k-m/3n-m-l k 
mnra -2 n—k 人 外 
证 明 由 方程 式 (4.2.11), 知 iuop = fiop|z=1. 利用 式 (4.2.17) 和 式 (4.2.18)， 
即 得 式 (4.2.21). 口 


这 个 推论 启示 我 们 , 当 直 接 求 两 变量 函数 f 麻烦 的 时 候 , 最 好 先 单独 确定 单 
变量 函数 h, 然后 再 考虑 关于 f 的 问题 . 


4.3 二 次 形式 


本 节 讨 论 方程 
| z2g(1 一 z2)F2 一 (1 一 z2 十 z2g)F 上 (1 一 z3) 十 z2 几 一 0， a 


flz=0w=0=1, 


其 中 h= f(1,y). 
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为 了 推演 的 方便 , 用 式 cu 的 等 价 形式 


f= (4.3.2) 
因为 变量 z 在 方程 中 总 以 z? i 故 可 用 代 换 z = z2, 将 之 转换 为 
f= (4.3.3) 
令 Fn=B9f, Hun = Bmh, 则 
Hn=Pnlem= >, Fn (4.3.4) 
m2>0 
其 中 Fn = O47?f (m,n >0). 
为 了 方便 , 记 FS =Bnf?, 则 
Fl = 7 FiFoni (4.3.5) 
由 方程 式 (4.3.3), 有 
次 1, n=0. 
We zPl + < n-1— Fn-1), n>2. 
1—z 
由 式 (4.3.4), 可 以 看 出 
m—l 
HFn= (Fnn— Fnnz™)=(1-z) DFnn( Dz) 
m2>0 m2>1 i=0 
=(1-2)D( 5 Fnn)z:. 
i20 m2i+l 
从 而 
1, n=0, 
Fn= 了 
: (mm. 1+D( DD Fn)z 了 n>1. (0) 
i20 m2itl 


引 理 4.3.1 ”对 于 任何 整数 n>0, F, 是 z 的 一 个 次 至 多 为 n 的 多 项 式 . 


证 明 因为 Fo =1, 故 对 于 n=0, 结论 成 立 . 归纳 地 , 假设 对 于 n=k> 1 
结论 成 立 . 由 式 (4.3.6)， 


Pnn=2(FA+D( 5 Fn)s). 


i=0 m2i+l 
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再 由 归纳 假设 , FP 由 是 = 的 一 个 次 至 多 为 的 多 项 式 ,5 ( 》 Fm) 的 次 比 
i=0 m2>itl 


Fl 的 小 , 即 得 Fk 是 z 的 一 个 次 至 多 为 上 十 1 的 多 项 式 . 从 而 , 对 于 n =k+1， 
结论 成 立 . 0 


基于 这 个 引 理 , 利用 式 (4.3.5), 式 (4.3.6) 可 变 为 


臣 n=0, 


Rt 


i=0 m=itl 


(4.3.7) 


定理 4.3.1 方程 式 (4.3.2) 在 RR{z,y} 中 有 和 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 首先 注意 到 , 由 式 (4.3.7) 所 确定 的 以 > 和 y 为 变量 的 函数 f 是 方程 
式 (4.3.1) 的 一 个 解 . 然后 注意 到 , 对 任何 整数 n> 0, Fn € RR{z}. 方程 式 (4.3.1) 
解 的 存在 性 得 证 . 唯一 性 来 自用 式 (4.3.7) 求 所 有 及 ,。 过 程 的 唯一 性 . 口 

例 4.3.1 平面 Euler 根 地 图 按 根 点 次 和 边 数 的 同 构 分 类 . 用 式 (4.3.7), 得 


Fi1=z(F20+0)=z(1+0)=2z, 
及 2 = z(2FoFwI 十 及) 一 z(2z 十 1) = z 十 2z2， 
Li 2 
Fs=z (ee + 瑟 ;+》、 ( 3 站] 
i=0 m=i+l 
一 z(2z 十 5z2 十 3 十 2z) 一 3z 十 422 十 52z3， 
2 3 
六 二 (seoesraeePat2 人 > Fe) 
i=0 “m= 计 1 
= z(6z 十 10z2 十 14z3 十 12 十 9z 十 5z2) = 12z 十 15z2 十 15z3 十 14z4. 


就 是 说 , 方程 式 (4.3.1) 的 解 , 记 为 fo = f(z,9y), hpe 二 h(y), 分 别 为 


Ji 一 1 二 (z)8 十 (z 十 2z2)82 十 (3z 十 422 十 5z3)93 十 (15z2 十 152z3 十 1424)9 十 …， 
hpe =1+(1)y+ (3)y + (12)y? + (56)y’ 十 … 


其 中 z= z2. 

在 图 4.3.1~ 图 4.3.5 中 , aTmn 表示 其 上 的 图 形 为 根 点 次 是 m、 边 数 是 n 的 
地 图 中 的 一 个 , 提供 了 a 个 同 构 类 , 2<m<8,1<n<4. 

从 图 4.3.1 ~ 图 4.3.2 可 以 看 出 , 一 条 边 的 平面 Buler 根 地 图 只 有 1 类 , 即 
1721 提供 了 fo 的 一 次 项 y 的 系数 所 ,1 = z2; 两 条 边 的 平面 Buler 根 地 图 有 
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图 4.3.1 边 数 为 1 ~ 2 的 平面 Euler 根 地 图 的 分 类 


3 中 汉人 入 


2T23+4T4s 3Ts3 2T6s 1723 


图 4.3.2 边 数 为 3 的 平面 Euler 根 地 图 的 分 类 


27s4 BTs4 4Te4 6784+2724 


图 4.3.3 边 数 为 4 的 平面 Euler 根 地 图 的 分 类 (1) 


37ss+1724 67ss+2724 4744 4744 


图 4.3.4 边 数 为 4 的 平面 Euler 根 地 图 的 分 类 (II) 
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3 类 , 即 1T2,2 十 2T4z, 提供 了 fo 的 二 次 项 y? 的 系数 ,2 = 2? 十 274 ; 三 条 
边 的 平面 Euler 根 地 图 有 12 类 , 即 (2T5 3 十 474.3) 十 (3T6,3) 十 (278.3) 十 (172.3) = 
3T2,3 十 4T4.3 十 5T6,3, 提供 了 foe 的 三 次 项 好 的 系数 FF,3 = 3z2 十 474 十 5z5. 


Oool 


1744 4724+4744 2724+2744 1724 


图 4.3.5 边 数 为 4 的 平面 Euler 根 地 图 的 分 类 (IID 


从 图 4.3.3~ 图 4.3.5 可 以 看 出 , 四 条 边 的 平面 Euler 根 地 图 有 56 类 , 即 
图 4.3.3: 2078 4 十 2724， 图 4.3.4: 978 4 十 8T44 十 3724， 图 4.3.5: 7744 十 772,4， 
从 而 得 20784 十 9T6,4 十 15T4.4 十 12724, 提供 了 fo 的 四 次 项 yt 的 系数 及 ,4 = 
12z2 十 15z4 十 9z6 十 20z8. 


例 4.3.2 考虑 方程 
zy(1—7)f2—(1—z+ry)f+ryht+(l—7z)=0, (4.3.8) 
flz=0w=0 =1, 
其 中 h= f(1,y). 
为 了 推演 的 方便 , 用 上 式 的 等 价 形式 
=1+ -2 一 zj+z2y 有 2 (4.3.9) 


1—2 


同样 , 可 得 到 方程 式 (4.3.8) 的 适 定性 定理 , 并 可 得 解 的 有 限 正 项 和 表示 . 


4.4 高 次 形式 


给 定 方程 


Zz2(1+h)?—(1+f)?" (4.4.1) 


jy zy(f —h) 
f=0=0 (Sb,=0=0), 


100 组 合 泛 函 方程 论 


其 中 = (1,y). 
因为 在 方程 中 只 出 现 z?, 故 f 只 与 zz 有 关 . 令 z = z2, 则 在 R{z,y} 中 讨论 
方程 式 (4.4.1), 与 在 R{z,y} 中 讨论 方程 
SL zy(f —h) 
ft Th) FI (4.4.2) 
fly=o =0 (= hy,=0 md 0)， 


等 价 , 其 中 h = f(1,y). 
为 了 行文 的 方便 , 将 方程 等 价 地 转换 成 


(f —zy)(z(1+h)?—(1+f)°) = zy(f —h), 
fly=0=0 (= hymo = 0). 


(4.4.3) 


定理 4.4.1 方程 式 (4.4.2) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 为 了 便于 推导 , 还 是 先 约定 一 些 记号 . 对 于 整数 n>0, 令 


pq B= = i=l, a 
Orfi=[f1, = [0, i>2. | 


事实 上 , 这 里 只 用 到 i=2 的 情形 . 因为 
Fl = Vrh (n>0) (4.4.5) 
j=0 


以 及 hh= fls=1, 所 以 对 于 整数 n> 0, 有 


H, = O°h = Fs=1, 


HO a (4.4.6) 
j=0 
从 而 , 目的 在 于 确定 所 有 以 z 为 单 变量 的 函数 及 (n > 0). 
为 了 便于 利用 方程 式 (4.4.3), 要 注意 到 
+f = 600(1+ 有 )= | (4.4.7) 
ww 人 加 
2 
LL+A=60n(1+f)?= QA (4.4.8) 
2F,+FH, n>1. 
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由 式 (4.4.6), 还 有 


本 1+Ho, n=0, 
[1+hln=%(1+h)= (4.4.9) 
于 n>1, 


(1+Ho)?, n=0, 


(4.4.10) 
2H, + HE, n>1. 


[+N =0r(1+h) = | 


因为 


[(f—zy)(z(1+h)?—(1+7f)°)]o = [f—zyolz(1+h)? —(1+f)?)]o 
= [flo(z[(1+h)?]o) —[(1+ f)*]o 
= Fo(z(1+ Ho)?— (1+ Fb)’), 


以 及 
[zy(f —h)]o =0, 
由 方程 式 (4.4.3), 有 
Fo(z(1+ Ho)?—(1+ Fo)’?) =0. (4.4.11) 
可 见 , 方程式 (4.4.3) 的 初始 条 件 满足 这 个 方程 , 即 
对 于 任何 整数 n>1, 由 
[(f =—zy)(z(1+h)? —(1+f)°)]n 
= Sale + 4) 


i=0 
(Fi —2)[z(1+h)?—(1+7))]o= (Fi -2)(z2—l), n=1, 
bi nl 
F(zs-D+ DF (+a -+A), n>2, 
i=1 
以 及 
[zy(f 一 门 ]。= z(Fn-1— Hn-i), 
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再 由 方程 式 (4.4.3), 得 
(Fi—z)(z—1)=z(Fo—Ho) = FR-z=0 
注入 三 儿 全 二 起 
F(z—1)=z(Fi—H) = F(z-1)=z(z—1) 
二 志 二 方舟 三 四 


F(z—1)=z(F, 1—H + +f-zl + 有) 


i=l 
a A 
3 tPF 


= = 
全 2 一 1 


(n>3). 


(4.4.13) 


由 式 (4.4.4) ~ 式 (4.4.10) 知 , 所 有 五, (n > 2) 都 是 被 (0<i<n 一 1) 确 
定 的 . 易 见 , ,Ee RR{z} CR{z, 外 }. 从 而 , fe RR{z,y} 是 方程 式 (4.4.3) 的 一 个 解 . 
又 由 于 及 (n > 1), 只 要 Fo 选 定 , 这 个 解 就 是 唯一 的 . 从 方程 式 (4.4.3) 的 始 条 
件 , 这 个 解 是 唯一 的 . 口 


设 及 是 z 的 一 个 mn 次 多 项 式 , 即 有 形式 
六 二 Ss, (4.4.14) 
j=0 


其 中 Fjn ER,0<j<ma n>1l. 
一 方面 ， 由 式 (4.4.6), 有 


mn-1 


Fn-1— Hn-1= > Fn-i(2’—1) 
i=1 


mn—1 


=(z-1) 》 Fni(l+z+.+27!) 
j=1 


mn-i—l1 mn-l 


=(z-1) 》、 ( > Fm) (4.4.15) 


k=0 j=k+l 


另 一 方面 , 由 式 (4.4.4) 和 式 (4.4.6), 有 


FH-zHP = (BR;—zH;H;) 
j=1 
i mitmii—l ymitmi-i 


a > ( 侈 ) 思 


s=t+1 
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其 中 
0, 0 和 s<2， 
42=4 2 FFis s>2, (4.4.16) 
k+l=s 
1<k<my 
1<lgmi2y 


mi 
Fi-zHi=) Fi(z’—2z) 


j=1 
=z(z2—1)D Fi(l+z+.+ 77?) 
j=2 
mi 一 2 / mi 
=z(z—1) > ( > Fi) 
t=0 \j=t+2 


从 式 (4.4.8) 和 式 (4.4.10), 得 


[+A -z+ 
=2(F—zH)+(FM —zHM) 


-ce 并 (人 3 可 jz 2 【二 中 


t=0 \j=t+2 3 一 t 十 1 
(4.4.17) 
用 式 (4.4.15) 和 式 (4.4.17), 从 式 (4.4.13), 导出 
0，n=0, 
2Z, N= 1,2,3, 
mn-i—l mn-l mi—2 mi 
m=z 5 (Bai)e + 人 (站 
k=0 j=k+1 t=0 \j=t+2 
i mtmi-s—l 
+ 5, hz!), n>4, 
j=1 t=0 
(4.4.18) 
其 中 
mjy+mi-s 
hii= 》 人 多 (4.4.19) 
8 一 t 十 1 


A 由 式 (4.4.16) 给 出 . 
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可 见 , 由 式 (4.4.18) 和 式 (4.4.19) 所 确定 的 FE, (n > 0), 提供 了 方程 式 (4.4.2) 
解 feR{z,y} 的 一 个 显 式 . 

引 理 4.4.1 对 Yn>2, FF 是 z 的 一 个 ln/2] 次 多 项 式 . 

证 明 对 于 任何 一 个 关于 z 的 多 项 式 已 , 记 j(P) 为 PP 的 次 , 则 mn = 
(本) = Ln/2]. 由 式 (4.4.5), 知 

ACE) = pmax (mn-i 十 mi， (4.4.20) 

易 见 , 当 n=2 和 3 时 , 结论 成 立 . 用 数学 归纳 法 , 假设 对 V0 < i < n 一 1, 
H(i) = mi = [i/2J, 往 证 mn = [n/2]. 

由 式 (4.4.5), 可 知 ACER) < max{j(Fni) +p(F)I0<i<n} = Ln/2]. 因为 
天 =0, 故 [n/2] =max{p(Fni) 十 pA(R)|1 <i<n 一 1} = [Ln/2]. 由 归纳 假定 , 知 

ln/2] < , max {pFn-i) +p(Fi) < [(n -i)/2] + li/2]} < Ln/2]. 

对 于 n >4, 由 归纳 假设 , 利用 式 (4.4.17), 有 


[3] _ [a 
pFs) =p( est) 1 pp,) 


=1+l(n—1)/2] =1+ln/2] -1= ln/2]. 
由 式 (4.4.13), 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
基于 这 个 引 理 , 在 式 (4.4.18) 和 式 (4.4.19) 中 的 所 有 ri (0<i< m) 都 可 用 
Li/2] 替代 . 
引 理 4.4.2 ”对 于 任何 整数 n > 2, 多 项 式 及 的 所 有 系数 都 是 非 负 整数 . 
证 明 由 式 (4.4.18) 和 式 (4.4.19), 用 数学 归纳 法 , 即 可 导出 欲 证 的 结论 ， 口 


只 要 通过 边 变量 代替 z = z?, 式 (4.4.18) 本 身 就 可 提供 方程 式 (4.4.1) 在 
R{z,y} 中 这 个 解 作为 以 z 和 vy 为 变量 函数 的 一 个 显 式 . 要 想 知道 锯 ,, 则 必须 先 
知道 所 有 Fi (0 < i<n 一 1), 这 样 就 可 以 探求 是 否 可 以 以 及 如 何 实现 , 对 于 任何 给 
定 的 正 整数 w 直接 确定 ,而 不 必 知道 任何 一 个 及 (0<i<m 一 1). 

令 g=f+1,1=h+1, 即 得 方程 式 (4.4.1) 的 等 价 形式 


(4.4.21) 


9 (1+2%y)g +7(y—L)g+r (1 —y +ry) =0, 
glz=v=0 = 1, 


其 中 1=g(1,y). 
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定理 4.4.2 方程 式 (4.4.21) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 由 于 方程 式 (4.4.21) 和 方程 式 (4.4.1) 等 价 , 方程 式 (4.4.1) 和 方程 式 
(4.4.2) 等 价 , 从 定理 4.4.1 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 


因为 方程 式 (4.4.21) 是 三 次 的 , 所 以 直接 求解 多 很 复杂 .再 考虑 到 ! 是 
9 的 一 部 分 . 为 了 转化 为 一 个 或 多 个 较 低 次 的 方程 , 先 求 出 1, 引进 一 个 函数 
4g 三 gq(y) eR{z,y), 使 得 
gq—1= i(yg’), (4.4.22) 
并 且 由 二 次 方程 
| zy(72 — 1)p?+(7Yy -2+1)p+2 —1— zyg= 0, (4.4.23) 


Plz=v=0 = 1 


确定 g=p(1,y). 
在 R{z,y} 上 , 只 要 用 变量 替换 z = z?, 式 (4.4.23) 就 可 转化 为 等 价 方程 


{ zy(z— f+(zy—z+l)f+z—1—zyg=0, (4.4.24) 


flz=y=0 三 1， 
其 中 g= jg 
定理 4.4.3 方程 式 (4.4.24) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 , 设 这 个 解 为 有 
则 对 任何 整数 n> 0, 0%f 都 是 z 的 非 负 正 系数 多 项 式 . 
证 明 注意 到 方程 式 (4.4.24) 就 是 方程 式 (4.3.3) (其 中 的 g 就 是 那里 的 小， 
由 定理 4.3.1, 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


在 4.3 节 中 , 已 经 提供 了 确定 方程 式 (4.3.3) 解 的 式 (4.3.6). 它 的 z=1 的 情 
形 就 是 这 里 的 g. 不 过 这 个 形式 只 利于 用 计算 机 计算 , 而 不 能 直接 得 到 4 的 显 函 
方程 式 (4.4.24) 的 判别 式 为 


6(z,y) = (2 一 z 十 1)2 一 4gz(z 一 1)(z 一 1 一 2%g). (4.4.25) 
要 想 在 5(z,y) 中 提出 因子 (z 一 &)?, 或 者 说 有 一 个 重 根 z = é&, 就 得 解 方程 组 


6(z,9)|:=e =0, 
ds)| 0 


dy rl 


昌 
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也 就 是 

(多 一 上 + 一 406(-D(G 一 1 一 人 0)=0， 

2éy? —2(2€ — y+2(€—1)—4(é—1)(3¢—1)+4y"é*(é—1)g=0. 


用 3 一 2 乘 第 一 个 方程 ,用 &(& 一 1) 乘 第 二 个 方程 , 然后 相 减 , 简化 后 得 到 关于 y 
的 一 个 二 次 方程 


(4.4.26) 


e+26(6-D2+(-D2G6-2)=0. 
它 的 两 个 可 能 解 为 
__é-1 __(€-D(€-2) 
= 或 了 名 
若 取 前 者 , 可 以 验证 , 将 有 4 R{y)}. 因此, 只 能 取 后 者 . 再 用 式 (4.4.26) 的 第 一 
个 方程, 即 可 得 


2 


和 (或 1-€=y(#?/(€-2))), 


A (4.4.27) 
~ (€-2)2 
为 计算 方便 , 利用 变量 替换 
7=€-1 或 上 =7+1l， (4.4.28) 
式 (4.4.27) 变 为 


1 (4.4.29) 
-7 
因为 (n++1)/(1 一 n)lw=o = 二 1 才 0, 用 式 (1.5.6), 对 于 n>1, 得 


a= 10 (Ha) (Hy ) 


[入 


9 


二 这 "(22)" 1 一 27 
nn -nn/ (1 一 93 
1/gn1_ von (+ _ 3:2"1(2n)! 
-of 20 )0n GT 


现在 , 回 过 头 来 考虑 如 何 直接 确定 方程 式 (4.4.21) 解 中 的 单 变 量 函数 1. 由 式 
(4.4.22), 令 


(4.4.30) 


X=yg’, (4.4.31) 
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则 由 式 (4.4.27), 有 


_ (€-Da+6-6) 
2-8 (4.4.32) 


将 & 一 1 用 代替, 即 得 
7=X0+0—n) 


(1- ws) | (4.4.33) 


因为 (1+7)?(1 一 nD)/(1-?/(1 一 7)?)lw=0 =1 关 0, 用 式 (1.5.6), 对 于 n>1, 
得 


non G+ "1-7 
em (人 1 


G+ 帮 71" 
(1 一 7P/(L -nD))™ 

最 后 , 从 9 的 三 次 方程 式 (4.4.21), 导出 用 参数 7 的 表示 , 结合 > = zz 和 用 7 
表示 的 /, 通过 定理 1.5.2, 即 可 得 到 对 于 整数 m,n > 1, 8 ge . 


zy) 


例 4.4.1 不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 按 边 数 的 同 构 分 类 . 实际 上 , 由 式 
(4.4.18) 给 出 的 Fn,n 就 是 边 数 为 n、 根 点 次 为 2m 的 不 同 构 的 不 可 分 离 Euler 平 
面 根 地 图 的 数目 . 在 图 4.4.1~ 图 4.4.3 中 , 分 别 给 出 了 边 数 为 1~ 3, 4~5 和 6 的 
不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 的 同 构 类 . 例如 , 从 图 4.4.3, 可 以 看 出 


= 2 (0 本 7 四 (4.4.34) 


(172,6) + (2T4,6) + (273.6+2T4,6) + (272.6 + 474,6) + (1T2.6 +474.6) + (Ts,6) 
= 6T2,6 + 12T46 + 1Ts.e. 


Ti 也 > Tzs 
图 4.4.1 边 数 为 1 ~ 3 的 不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 的 分 类 
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也 就 是 , 在 6 条 边 的 不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 中 , 根 点 次 只 能 为 2, 4 和 6, 分 别 
有 6,12 和 1 类 . 


Vu 


1T2s+4Tus 
4.4.2 边 数 为 4~5 5 的 不 可 分 商 Euler 平面 本国 的 分 类 


vAUOOUW 


Ts 2T46 2T2ot2T4s 。 2726+4746 1726+474s 
图 4.4.3 边 数 为 6 的 不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 的 分 类 


例 4.4.2 一 般 Euler 平面 根 地 图 按 边 数 的 同 构 分 类 . 方程 式 (4.4.24) 的 解 ， 
与 例 1 类 似 , 提供 了 一 般 Euler 平面 根 地 图 按 边 数 的 同 构 分 类 . 所 谓 “ 一 般 ”, 是 
指 允 许 有 自 环 和 重 边 . 


4.5 注 记 


1. 在 解 多 变量 函数 的 方程 式 时 , 一 个 普遍 适用 的 原则 是 设法 减少 变量 或 降低 
方程 的 次 数 , 以 便 将 它 转换 为 带 较 少 变量 函数 或 次 较 低 的 一 个 或 多 个 方程 , 简化 
求解 过 程 . 如 何 找到 一 种 合适 的 方式 , 以 实现 这 个 过 程 , 因 方 程 形式 的 不 同 而 大 相 
径 庭 . 本 书 所 讨论 的 方程 中 的 函数 , 通常 总 是 伴随 其 一 部 分 与 这 个 函数 本 身 同 时 
出 现在 这 个 方程 之 中 , 从 而 导致 各 种 不 同 思路 处 理 方法 的 提出 . 第 一 次 注意 到 这 
种 方程 的 是 Tuttel85 99. 不 过 , 这 些 方程 都 是 二 次 的 . 对 于 这 类 二 次 方程 , 他 提出 
了 重 根 法 , 以 先 确 定 解 的 一 部 分 , 然后 再 延伸 到 这 个 有 计数 意义 的 解 . 这 个 重 根 在 
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理论 上 的 存在 性 , 则 是 由 Browntal 完成 的 . 在 本 书 的 理论 体系 中 , 重 根 的 存在 性 就 
完全 不 需要 了 . 

2. 多 变量 函数 连同 它 的 特定 未 知 部 分 的 一 次 方程 , 源 于 对 于 外 平面 根 地 图 的 
研究 , 参见 [27-30]. 基于 此 , 形成 了 特征 曲线 法 , 如 4.2 节 , 由 方程 式 (4.2.13), 在 
定理 4.2.4 的 证 明 过 程 中 所 导出 的 特征 方程 就 确定 一 个 特征 曲线 . 由 此 可 见 , 重 根 
法 也 是 一 类 特征 曲线 法 . 

3. 从 文献 [25] 所 提供 的 分 解 原理 , 可 直接 导出 方程 式 (4.4.1) . 在 文献 [49] 
中 , 给 出 了 解 的 无 和 显 式 . 文献 [51] 中 的 方程 式 (1) 就 是 方程 式 (4.4.23). 不 过 , 那 
里 是 z?, 这 里 是 z. 
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5.1 单 变 直 差 式 


考虑 方程 
| J(L-zyaus(z 门 )= 


flz=v=0= 1, 


(5.1.1) 


其 中 51,z(zf) =((zf)z=1 一 (zf))/(1 一 z) 为 zf 在 1 和 z 之 间 的 直 差分 . 因为 这 


只 是 对 变量 z 的 一 个 直 差分 , 便 称 这 类 方程 为 单 变 直 差 式 . 
对 于 任何 整数 n>0, 令 及 = [fj = Pf, 则 


Of(1 — zy,z(7f)) = DO Fl — zyd1a (zh). 


i=0 


记 h= flz=, Hn = [hln = O02h (n>0), 则 


-zyda(z))y = 1- YH] . 
当 j 了 =0 时 ， 
[1—zyd1z(zf)o=1. 
当 j> 1 时， 


lve = [ry 


一 -T(E 一 代打 -1). 


| Eh 


(5.1.2) 


(5.1.3) 


(5.1.4) 


(5.1.5) 
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由 于 方程 式 (5.1.1) 与 如 下 关于 F, (n > 0) 的 方程 组 
(fF(1 -zyd1a(2))) =1, n=0, 
or (f(1 —zy61.a(zf)) ) =0, n>1 


等 价 , 方程 式 (5.1.1) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 , 当 且 仅 当 方程 组 式 (5.1.6) 在 
尺 中 有 且 仅 有 一 组 解 . 
由 于 


(5.1.6) 


Oy(f(1—zy61,s(2f))) = [f(1— zy81,(zf)]o, 
且 由 式 (5.1.2)， 
[f(1—zyd1z(zf)]o= Foll — zy1,z(zf)o= Fo=1, (5.1.7) 
所 以 式 (5.1.6) 中 n=0 时 的 情形 成 立 . 
对 于 n>1, 由 式 (5.1.2) 和 式 (5.1.6), 知 
%, (7 —zy81a(2/))) = [ra —zy81.z(2))], (由 式 (5.1.2) ) 


=DR -yaua(en)| (由 式 (5.1.4) 和 式 (5.1.5) ) 
i=0 Pe 


n-l 
=Fn— Pe DR(Hni 一 ZFm-i-1) 


i=0 


即 


,= Ta Hai_1— ZFn-i1). (5.1.8) 


i=0 
引 理 5.1.1 对 于 整数 n>0, 及 是 R{z} 上 的 一 个 n 次 非 负 整 系数 多 
项 式 . 


证 明 因为 fo=1, Fo 是 一 个 0 次 非 负 整 系数 多 项 式 . 归纳 地 , 假设 对 任何 
整数 上 (n 一 1 > 大 >>1), Fi 都 是 z 的 大 次 非 负 整 系数 多 项 式 , 往 证 Fn 是 z 的 一 
个 对 次 非 负 牧 系数 多 项 式 . 

首先 注意 到 , 在 式 (5.1.8) 中 , 由 Hn-_i-1 = Fn-ii|z=1, 有 

(1—z)|Hnii — ZF i 
即 1-z 是 有 ,i_1 一 ZFn_i-1 的 一 个 因子 . 从 而 , 在 式 (5.1.8) 的 基础 上 , 由 于 及 
(n 一 1>k>1) 是 z 的 多 项 式 (归纳 假设 ), 故 F, 是 > 的 一 个 多 项 式 . 
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进而 对 任何 多 项 式 F, 令 ms =m(F) 为 FF 的 次 和 , 记 mn =m(F). 由 式 
(5.1.8), 有 


Hi—zF, 
WE 

=1+m(Fni1)=1+mi=1+(n-1)=n. (5.1.9) 

从 而 , 引 理 得 证 . 口 


在 上 面 的 证 明 过 程 中 , 还 可 以 看 出 对 于 所 有 n > 1, F， 的 常数 项 都 是 零 . 
此 , 由 式 (5.1.9), 我 们 可 令 


及 = 及。 十 及 nm 十 … 十 及 mw， {Fnln2>7>1}CR. (5.1.10) 


因为 对 任何 整数 7 > 0, 由 式 (5.1.10), 得 
了 了 4 
H;—2F; = R(t) = (1-z) DR;(D 7’) 
t=1 l=1 s=0 
| | 
es (= 了 全 + Fs). (5.1.11) 


l=1 s=! 
将 式 (5.1.11) 代入 式 (5.1.8), 得 


Nn—i—1n—i—l 


RD R(t 之 2 Fen- 0). (5.1.12) 
由 式 (5.1.7) 和 式 (5.1.12), 有 
入 n=0, 


n—l n—i—l 
1 
法 声 sD R(t 十 乞 ni ) (Fok =0,k>1), (5.1.13) 
n—2 5 


=z 人 (如 m1+ DR: > mn iz0) n>1, 


i=0 1=0 


其 中 
n—i—l 


Ain-i-1 = > Fon-i-1: (5.1.14) 


= 


定理 5.1.1 方程 式 (5.1.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 非 负 整 系数 的 解 . 
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证 明 由 于 式 (5.1.13) 和 式 (5.1.14) 提供 了 方程 组 式 (5.1.6) 的 唯一 一 组 解 ， 
故 从 方程 组 式 (5.1.6) 与 方程 式 (5.1.1) 的 等 价 性 , 即 得 定理 . 口 


实际 上 , 式 (5.1.13) 和 式 (5.1.14) 本 身 就 给 出 了 方程 式 (5.1.1) 的 解 f 的 
一 个 显 函 数 表示 . 虽然 该 表示 便于 利用 计算 机 , 但 形式 上 特别 对 于 h 看 上 去 过 
于 复杂 . 还 是 需要 探求 直接 确定 h 而 不 是 由 f 导出 h, 或 者 简便 的 话 , 从 hh 导出 f. 


例 5.1.1 无 自 环 平面 根 地 图 依 边 数 和 根 点 次 的 同 构 分 类 . 在 文献 [41] 中 ， 
给 出 了 无 自 环 平面 根 地 图 以 根 点 次 (z) 和 边 数 (y) 为 参数 的 计数 函数 f 所 满足 的 
方程 


Tyd1z(Tf) 
Ta (5.1.15) 
不 过 注意 , 为 了 避免 记号 上 的 混淆 , 那里 的 ww w 和 hh 分 别 用 z, y 和 f 代替 . 自 
然 , 那里 的 hi 就 是 这 里 的 h = fls=1. 

将 式 (5.1.15) 的 两 端 同 乘 1 一 zy51,z(zf), 化 简 后 即 得 方程 式 (5.1.1). 
图 5.1.1 给 出 了 边 数 为 0~2 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 . 


Too Th T22 Tizt+T22 
图 5.1.1 边 数 为 0~ 2 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 


图 5.1.2 给 出 了 边 数 为 3 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 , 即 


AYYVA 


Tist Ts Tiat2Tss Tia+272a+3753 
图 5.1.2 边 数 为 3 se 
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(Ti,s+T3,3)+ (Ti,3+2T2,3)+ (Ti,3+2T2,3+3T3,3)+ (T3,3) + (T2,3) 
三 (1 十 1 十 1)Tis 二 + (2+2+1)7T2,3 二 (1 二 3 十 1)T3,s 
一 37T13 十 572.3 十 573,3. 
图 5.1.3 给 出 的 是 4 条 边 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 , 即 
(4 十 372.4) 十 (3714 十 272.4 十 373.4) 十 (74 十 74.4) 
十 (Ti 十 4724 十 3734) 十 (全 ,4 十 4724 十 3734) 
三 (1 十 3 十 1 十 1 十 1)Ti,4 十 (3 十 2 十 4 十 4)T2,4 十 (3 十 3 十 3)T3,4 十 Ta4 


=7T14+13T24 +9734+T44. 
o 
o 
o 
oa o 
3 
Tis+3T24 37T14+2724+3734 Tuat+ Ta Tis+4T24+3T34 Ti4+4T24+3734 


图 5.1.3 边 数 为 4 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 (1) 
图 5.1.4 和 图 5.1.5 给 出 了 4 条 边 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 , 即 


IOV 


2T14+2T24+4Ts4 Tist3T34+4Ts4 Tast3Ta4 27T24+2T44 


图 5.1.4 边 数 为 4 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 (ID) 


(2714 十 272.4 十 474.4) 十 (Ta 十 373.4 十 4734.4) + (T2,4+ 37T3,4) + (Ta,4) 
十 (27T24 十 274.4) 

三 (2+1)T4 十 (2 十 1 十 2)T2.4 十 (3 十 3)73.4 十 (4 十 4 十 1 十 2)7T4.4 

一 3714 十 572,4 十 673,4 十 1174,4， 
(Tisat+T2a+2T44) + (Tis+3T3,4)+ (Ti,a+3T3,4) + (Ta,4) 
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=(1+1+1)Ti,a+(1+1)T2,4+(3+3)T3,a+ (2)Ta,a 
三 37T14 十 2724 十 673,4 十 274.4. 


‘Ww 


TistT2st2T44 Tis+3Ta4 Tiat+3T34 
图 5.1.5 边 数 为 4 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 (IIT) 
综合 图 5.1.3~ 图 5.1.5 的 结果 , 带 4 条 边 的 无 自 环 平面 根 地 图 的 分 类 为 
13T1,4 + 20T2,4+217T3,4+ 14T44, 
也 就 是 式 (5.1.13) 的 FF 中 n=4 时 的 情形 ， 


Fs =13r+207?+2173+14z4. 
5.2 多 变 直 差 式 
考虑 方程 


{ J (1+yat( fe + fs) = 1+yat(81(t]) + 61,(2))), 


fly=0=z=t=0 = 1. 


(5.2.1) 


在 这 个 方程 中 , 既 含 对 于 变量 z 的 直 差 分 , 又 含 对 于 变量 t 的 直 差分 , 故 将 它 称 为 


多 变 直 差 式 . 


先 讨论 适 定性 , 即 这 个 方程 是 否 有 解 , 若 有 解 , 这 个 解 是 否 是 唯一 的 , 否则 给 


出 在 什么 条 件 下 才 具 有 适 定性 ; 然后 , 提供 一 种 方法 将 这 个 解 求 出 来 . 


因为 fe Rf{y,z,}, 故 只 要 由 方程 式 (5.2.1) 可 以 确定 出 ,= 如 fe R{z, 如 
(mn> 0), 就 得 到 它 的 一 个 解 . 为 了 方便 ,对 VgeR{y,z,t}, 常 记 [gn = O79 (n>0). 


自然 , [用 。= F，. 
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由 此 即 可 导出 
轴 -dv pt [flleny oq Fnlz=1, 
[fle1]n = 四 小 =: = 及 | 
(81.(2f))n = Ts (fess — alfls) 
Ww iP zF,), 
[81(tf)]n = Ti (ln —z[f]n) 
= (Fal -zz 
在 式 (5.2.2) 和 式 (5.2.3) 的 基础 上 , 就 可 以 从 五 起 依次 确定 五,. 
当 n=0 时 ,有 
[f(tyat(fls=1 + flei))]o = (1+yzt(61,:(zf) + 61.(tf))]o. 


由 

[F (1 + yzt(fls=1+ fle=1))]o = [floll + yzt(fls=1+ fli=1)]o = Fo, 

[1+y2t(61,:(2f)+ 00(tf))]o = eo 
有 

Fo=1 = Poli=1, Folei=1. 
当 n=1 时 ,有 

[f(t yat(flaait f=)) = [+yzt(61,:(2f) + 61(tf)]. 

由 


[fF (1+yzt(fls=1 + fle=1))]1 
= [floll + yzt(fla=1 + fl + [Fh + yzt(flz=1 + fle=1)]o 
= zt[fl:=1+ fl=1]o+ Fi = F +2zt, 
[1+yzt(81,a(2f) + 61e(tf))] = 2t[61,2(zf)+ 81.(tf)]o = 22t, 
有 所 +2zt= 二 2zt, 即 


五 =0 = Fl:=1=0, Fil =0. 
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(5.2.2) 


(5.2.3) 


(5.2.4) 


(5.2.5) 
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对 Vn>2, 由 方程 式 (5.2.1), 有 
y" [f+yat(fla=1+ fle=1))]n = [1+y2t(61,2(2f) + 61(tf))]n. 


先 看 一 看 上 面 等 式 的 左 端 ， 
[f (1+yzt(fls=1+ fl=1))]n = Dl —yzt(f|:=1+ fle=1)]n-i 
i=0 
nl 
=F + Rlfl1+ fl 
i=0 


nl 
三 到 十 zt Fi(Faiils=1 + Fn-i-ilt=1). 
i=0 


再 看 一 看 右 端 , 由 于 n 关 0, 所 以 


[1+yzt(61,:(zf) + 610(tf))]n = zt[61,:(zf) + 61e(tf)]n-1 
所 +t( Ss 一 z 有 -1] 十 Fn-ilt=1 -th 2). 


1 一 2 1 一 上 
从 而 , 得 
Ey Fn-il:=1—zFni] , Frile=1 —tFn-i) 
有 一 zt( TE 二 1 
n—l 
-DR(Filst Pai)). (5.2.6) 
i=0 


而 且 F, € R{z,t}. 
定理 5.2.1 方程 式 (5.2.1) 在 RR{y,z,t} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 易 见 , 式 (5.2.4) 提供 了 方程 式 (5.2.1) 的 始 条 件 ， 由 式 (5.2.6), 对 
yn >l 及 只 由 Fi (0<i<n 一 1) 确定 . 从 而 , 方程 式 (5.2.1) 在 RR{y,z,t} 中 有 
一 个 解 . 

由 决定 五, 的 过 程 对 于 初始 条 件 的 唯一 性 , 可 知 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


事实 上 , 式 (5.2.6) 已 经 使 我 们 能 够 导出 F, 的 一 个 有 限 正 项 和 表达 式 . 
定理 5.2.2 方程 式 (5.2.1) 在 RR{y,z,t} 中 的 解 是 了 = 1, 即 


1，m=0， 
anf = | (5.2.7) 
> 1 
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证 明 当 n=0 时 , 式 (5.2.7) 就 是 方程 式 (5.2.1) 的 始 条 件 . 当 n= 1 时 ， 
由 式 (5.2.5) 给 出 五 = 0. 假设 对 于 n 一 1>i>1, 已 经 得 到 玉 = 0. 下 面 , 用 式 
(5.2.6) 求 瓦 . 由 归纳 假设 , 知 


Bnils1—2Pn- | Filea —tEna) 
1—z 1—t 


=0, 


一 1 


DR(Fiils= + Fiiheai) = Fo(Frilsasit+ Foilsa) = 
i=0 


再 由 式 (5.2.6), 即 得 F = 0. 从 而 , 定理 得 证 . 口 


例 5.2.1 普通 平面 根 地 图 的 范 色 和 方程 . 在 文献 [104] 中 , Tutte 给 出 了 如 
下 的 方程 


$=1+purzt— zzt (wp SS 


Or 到 +vyzt? —yzt (wh:- 一 4). 
(5.2.8) 
如 果 在 方程 式 (5.2.8) 中 取 z =y, 则 $ 变 为 
p=1—tp 只 =1 一 2 
3 ) a 
(5.2.9) 
实际 上 , 方程 式 (5.2.1) 就 是 方程 式 (5.2.9) 中 jw. =v =0 时 的 情形 . 方程 式 
(5.2.8) 和 方程 式 (5.2.9) 都 是 多 变 直 差 式 . 虽然 都 可 用 与 方程 式 (5.2.1) 相仿 的 方 
法 讨论 适 定性 和 求解 , 但 解 的 形式 比方 程式 (5.2.1) 要 复杂 得 多 . 


例 5.2.2 当 色 范式 中 的 两 个 参数 都 为 0 时 , 除 节点 地 图 的 色 范式 为 1 外 ， 
所 有 地 图 的 色 范式 都 是 0. 虽然 这 个 结论 可 以 只 从 色 范 式 本 身 的 内 涵 证 明 , 本 节 
则 从 定理 5.2.2, 由 方程 式 (5.2.1) 的 解 直接 导出 . 


$=1+pyzt— yzt (wpi-: 一 +vyzt? 一 yz (sp:- 本 


5.3 单 变 斜 差 式 


给 定 方程 
{ f=1+22yf?+yOs(22f) -zyhf —(h—1)(f -1), 


(5.3.1) 
flz=0»y=0 = 1, 
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其 中 h= flz=1€& R{y}. 因为 在 这 个 方程 中 仅 含 变量 z 的 一 个 斜 差分 , 所 以 将 这 
个 方程 称 为 单 变 儿 差 式 . 
因为 fe R{z,y), 故 由 


Fn=[fln=Of eR{r} (n>0) (5.3.2) 


确定 . 从 而 , 求解 方程 式 (5.3.1) 的 问题 就 变 成 从 始 条 件 出 发 , 用 方程 式 (5.3.1) 本 
身 导出 所 有 及 (n> 1). 
假若 fh (0 < i<n) 已 经 确定 , 则 


ml=[/);= 人 = 3 Rs (5.3.3) 
i=0 
因为 
[hf]n = O07(hf) = > 网] (5.3.4) 
i=0 
六 { 三 (=1= 后 |z-1)，n=0 ( 即 始 条 件 )， a 
Fnlz=1, nz1, 
故 
[hf]n = >) Filsmi Fn (5.3.6) 
i=0 
进而 , 还 有 
[az = (Fnlet 2F,), (5.3.7) 
[(h— Df -Dn = D1f ln: 
i=0 
0, n=0, 
(5.3.8) 


i 
Difr n>1. 


在 此 基础 上 , 利用 方程 式 (5.3.1), 即 可 得 到 
:flo=1-[h—1)(f -Do=1(ho— Dfo -1)=1-(Fm—1)? 
> R=1-(F-1=2m -Fe 
= 0=h(1-F). 
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由 方程 式 (5.3.1) 的 始 条 件 , 只 能 取 


Fo=1. (5.3.9) 
从 方程 式 (5.3.1), 还 有 
多: [fi = 22[f2]ot+ [0,2(z2f)]o—zlhflo— (ho 1)(f— Dh. (5.3.10) 


由 式 (5.3.9), 知 [h 一 1Jo = [f 一 lo= 一 1=0. 对 于 整数 n>2， 
n—l 
[(h—D(F— Dl = > 内 [有 (5.3.11) 
i=1 


当 n=1 时 , [(h 一 1)(f 一 1)]1 =0. 从 而 , 式 (5.3.10) 变 为 
[fh = 7°[f3]o+ [Oz(z?f)]o — zlhflo. 
利用 式 (5.3.3) 和 式 (5.3.7), 有 
=7F+r-7h =7. (5.3.12) 


如 果 对 于 整数 n> 1, 所 有 Fi (0<is<n 一 1) 已 被 导出 , 则 由 方程 式 (5.3.1) 
以 及 式 (5.3.3) ~ 式 (5.3.8), 有 
y° :fn = 7 [fai + [Oz f)]a 1 — Tlhflai —[(h— (Ff — Dn 
n—l 


了 至 辟 
= 了 Dt ste ZFn1) 


n-l n—l 
一 zy 及 | 及 -一 及 有- (5.3.13) 
i=0 i=1 
引 理 5.3.1 对 于 任何 整数 n > 1, F， 是 z 的 最 小 次 不 低 于 2 的 一 个 2n 次 
多 项 式 . 


证 明 当 n= 1 时, 由 式 (5.3.12), 引 理 的 结论 成 立 . 
对 于 n> 2, 归纳 地 , 假设 i (0 < i< n 一 1) 都 是 z 的 最 小 次 为 2 的 一 个 2i 
次 多 项 式 . 用 d(P) 表示 多 项 式 的 次 . 由 归纳 假设 , 可 知 


n—l 
dD RF) =2i+2(n—1-i)=2(n—1), 
i=0 


d(Fnils=1— Fni)=1+2(n—1)=2n—1, 
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(器 ac 1) <2(n -1), 


i=0 
n—l 
d( 二 四 由) < 2(n—1). 
i=1 
由 式 (5.3.13), 有 
d(Fn) =2+2(n—1)=2n. (5.3.14) 
再 考虑 到 , F 无 rz 的 0 次 项 和 1 次 项 , 即 得 引 理 的 结论 . 口 
这 个 引 理 使 我 们 可 以 将 及 (n > 1) 表示 为 
2n 
,=D Fnnr™ (Fnne€R). (5.3.15) 
m=2 
从 而 , 有 
2(n—1) 
St {de 
2(n—1) “ m 2(n—1) 
i > Fmn-1 > = > ia (5.3.16) 
m=2 i=0 i=0 
其 中 
2(n—1) 
hin-1 = > Fnn-1. (5.3.17) 


m=max{2,i} 

定理 5.3.1 方程 式 (5.3.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 通过 式 (5.3.2) ~ 式 (5.3.13) 所 得 的 五, (n > 0), 提供 了 方程 式 (5.3.1) 
的 一 个 解 f. 由 及 ER{fz} 知 ER{z, 东 . 再 由 及 对 于 始 条 件 的 唯一 性 , 这 个 
解 是 仅 有 的 . 口 


引 理 5.3.2 对 于 任何 整数 n> 3, 多 项 式 五, 的 最 小 次 不 小 于 n. 


证 明 可 以 用 式 (5.3.13) 验证 . 当 郊 = 1, 2 时 , 及 的 最 小 次 都 大 于 mw, Fs 的 
最 小 次 为 3. 

归纳 地 , 假设 对 于 任何 整数 i (3 < i<n 一 1), 多 项 式 F 的 最 小 次 为 由 引 
理 5.3.1, 有 


2i 
R= Fm. (5.3.18) 
2 
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用 1(Fi) 表示 多 项 式 Fi 的 最 小 次 , 则 !( 玉 ) =i. 由 


2(n-1) 2(n-1) 


Frilzal Thr _ bp ( 入 Fan) 


1 一 z i=0 m=(n-1i) 


2(n-1) 2(n-1) 


[Bas sD (Fnn)s 


i=0 m=(n-1,i) 


2(n-1) 2(n-1) 


= ( > Ra 


mm 一 (mn 一 1 


式 中 (n 一 1,i) = max{m 一 1 


2(n-1) 
zlhfln-1 = > it 
m=0 
这 里 
nl1—Lm/2] 
》 FlaFnnii 0Sm<n-l, 
Sy he be 
Vn,n-1 = mm/ 
> Filz=iFmnii, ng&mS2(n—1), 
i=0 
以 及 
2(n-1) 
[((h—D(f-Da= >》 Bmniz™, 
m=1 
其 中 
n—l 
DD FleaFnnis, 1<ms<s2， 
i=n—m 
n—lm/2] 
Bmn-1= 区 Fils=iFmn-i-i, 3<ms<n-l, 
i=n—m 
n—lm/2] 
> Fils=iFmn-is ngm<2(n—1). 
i=1 


言 1 对 于 整数 n 一 1>m >0,n>3， 


Am—in-1 一 多 一 ln 一 1 —Snn-1 =0. 


组 合 泛 函 方程 论 


(5.3.19) 


(5.3.20) 


(5.3.21) 


(5.3.22) 
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说 明 将 从 例 5.3.1 看 出 . 
在 此 基础 上 , 利用 式 (5.3.3)、 式 (5.3.19) 和 式 (5.3.13), 以 及 归纳 假设 , 有 


UFn) = min{2+1([f°]a1), (B12 (7°f)]n 1 —z [hf — [ho1)(f—1)]n)} 
>min{2+(n—1),n} >n. 
从 而 , 引 理 得 证 . 口 
由 引 理 5.3.1 和 引 理 5.3.2, 记 


2(n—1) 


[fs (5.3.23) 
m=n-1 

fmn-1= > 于 PsFen_i-i (5.3.24) 
(Es 


其 中 Smn-i={(4t) |igig2in-1l-igtg2(n-1-i),0<ign-l}. 
断言 2 对 于 整数 2(n 一 1) >m>n 一 1, n>3, 


Am-1n-1 > Vm-ln-1+ Bm,n-1. 
说 明 同样 , 将 从 例 5.3.1 看 出 . 
引 理 5.3.3 多 项 式 及, 的 所 有 系数 都 是 非 负 整 数 . 
证 明 由 断言 2, 即 可 得 引 理 . 口 
至 此 , 我 们 能 够 给 出 方程 式 (5.3.1) 的 解 的 一 个 所 有 系数 都 是 正 项 和 的 表 
定理 5.3.2 方程 式 (5.3.1) 的 解 为 


Ls n=0, 
£22, %=1, 
及 = 4 2z4， 人 (5.3.25) 
2(n-1) 
a 二 12", n>3, 
m=n—1 
其 中 
Amn-i 和 | 一 玖 -1n-1 一 更 mn-1 (5.3.26) 


Von Am_in_ Wn_in-1 和 Bmn-1 分 别 由 式 (5.3.24)、 式 (5.3.17)、 式 (5.3.21) 
和 式 (5.3.22) 给 出 . 
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证 明 由 上 面 提供 的 推导 过 程 , 即 可 得 定理 的 结论 . 口 
从 下 面 的 例子 , 可 以 看 出 方程 式 (5.3.1) 的 一 些 实际 意义 . 


例 5.3.1 平面 根 单 (或 简单 ) 地 图 按 边 数 和 根 面 次 的 同 构 分 类 . 一 个 单 地 
图 就 是 指 既 无 重 边 也 无 自 环 . 以 往 的 文献 多 称 简单 地 图 . 因为 简单 地 图 本 身 的 结 
构 常常 并 不 简单 , 故 本 书 用 单 地 图 而 不 用 简单 地 图 以 避免 误解 . 方程 式 (5.3.1) 在 
文献 [39] 中 是 作为 面 节点 剖 分 方程 的 一 种 特殊 情形 导出 来 的 . 不 过 要 注意 符号 上 
的 不 同和 那里 的 一 个 笔 误 . 

在 图 5.3.1 ~ 图 5.3.3 中 , kSw” 表示 其 上 的 地 图 有 n 条 边 , 根 面 次 m, 有 (小 
空心 圆 的 个 数 ) 个 不 同根 地 图 的 同 构 类 . 可 看 出 : 


o o 0 
Soo S21 2542 


图 5.3.1 边 数 为 0 ~ 2 的 平面 根 单 地 图 的 同 构 分 类 


o 
o 
o 
o o 
Sas 25ea 3S6s 


图 5.3.2 边 数 为 3 的 平面 根 单 地 图 的 同 构 分 类 
Su 2S64 8S64 4S64 
当 n=0 时 , 1500 舍 部 =1; 


图 5.3.3 边 数 为 4 的 平面 根 单 地 图 的 同 构 分 类 
当 n=1 时, 1521 侣 =22; 
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当 n=2 时 2542 今 及 =2z4; 

当 n=3 时 , 1933 二 556ss 命脉 =z3 十 5z6i; 

当 n=4 时 , 15S44 二 8554+145Ss4 今 玉 =z4 十 8z5 十 14z8. 
由 此 可 见 , 断言 1 和 断言 2 的 正确 性 是 自然 的 . 


例 5.3.2 方程 


| f=1+2yf?+yO:(2f), 


fl:=y=0 三 1 
也 是 一 类 单 变 斜 差 式 . 
在 文献 [50] 中 , 作者 给 出 了 不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 以 边 数 (y) 和 根 点 次 
(z) 为 参数 的 计数 函数 f 满足 的 方程 


zy(1—2)f2—(1—2 +2)f +(1—2)+zyh=0, (5.3.28) 


其 中 = fl 
如 果 将 方程 式 (5.3.28) 两 端 同 除 以 1 一 z?, 用 变量 代 换 z = z?, 经 过 整理 后 ， 
即 可 得 方程 式 (5.3.27). 
可 见 , 不 可 分 离 Buler 平面 地 图 依 边 数 和 根 点 次 的 根 同 构 分 类 , 也 可 通过 解 
单 变 斜 差 式 的 差分 函数 方程 得 到 . 


5.4 多 变 斜 差 式 


在 一 个 多 变量 函数 的 方程 中 , 如 果 含 这 个 函数 至 少 对 于 两 个 变量 的 斜 差分 ， 
则 称 之 为 多 变 儿 差 式 ， 
考虑 方程 


yztolzj yztouef 


= 2yz2t 一 一， 
A 
3 号 


(5.4.1) 
fly=0=:=t=0 = 0. 


因为 fe R{z,t,y), 只 需 确定 F = [f]a = 607f (n> 0). 
首先 , 由 方程 式 (5.4.1) 的 始 条 件 , 可 知 


Fo= [flo= fly=0»:=t=0 = 0 (5.4.2) 
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由 此 , 对 任何 整数 n> 0, 可 得 


[fls=1]n = Fnls=1 (n>1), [fl:=1]Jo=0, (5.4.3) 
[fli=1]n = Fnle=i (n>1), [fli1jo=0. 


进而 , 有 
_zFrlsa-Fn_) 1， n=0, 
[Bf = = | tl 0 (5.4.4) 
1 一 上 
tFnltai — Fn 0, 全 
[Bej = 一 一 Re (5.4.5) 
1 zFnls=1 FE 6, 
1—% 
ZFnle=1,s=1 — Fnle=: 
[Bs fer) = nle 4 nlt=1 
0， n=0, 
加 2 有 :=1z=1 一 下 |t=1 ，n>0, (5.4.6) 
1—z 
tFn|s=1,t=1 — Fn|:= 
[O11tfs=1]n = th — Fnle ole 
| 0, n=0, ( ) 
= tl 一 到 | 5.4.7 
1 一 ，n>0. 
注意 到 


Q 本 2 = (2 ) 


i>0 


由 式 (5.4.6), 对 任何 整数 i> 0, 有 


和 (ey. 
a 
从 而 
(EO ea 


类 似 地 , 由 式 (5.4.6), 对 任何 整数 i> 0, 有 


[G Qf 本 bs (2 )].: (5.4.9) 
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现在 , 开始 依次 确定 F， (n=0, 1, 2,…). 
当 n=0 时 , 由 方程 式 (5.4.1) 以 及 式 (5.4.3) ~ 式 (5.4.9), 得 
如 :而 =0 人 
[fl:=1]o = [fle=1]o =0, [81,:flo= [flo=0, 
[81,:fle=1]o = [O11tfl:=1]o =0, 


-gs [gs 
这 就 是 方程 式 (5.4.1) 的 始 条 件 . 


当 n=1 时 , 由 方程 式 (5.4.1) 和 式 (5.4.10), 得 

yi:h= 222t+ zt([O1,:flo— [81.:fJ0) = 2z2t 全 
[= 小 =28， [fl =22, [Of] =2zt, [Bufh=0, 
[Bfl=l =2, [Oefl:=1]i =0, 


[Ga ,= [Ga 下- 
当 n ==2 时 , 由 方程 式 (5.4.1) 和 式 (5.4.11), 得 


df Of ) 212 
2 ef | ) = #1801 fh = 2z2 
Y 站 (| -| zt 四 由 二 
2 2 


(5.4.10) 


(5.4.11) 


[fl:=1]2 =2t2, (flls =2z2， [Bi 由: =2zt?, [Bej]: = 2z?t， 
[Bfl=1]2 =2, [Oefl:=1]2 =2, 


(0-2) ,ee, [ad ,= 


、 (5.4.12) 


对 一 般 情形 (n > 3), 先 讨论 
人 下 Bf) 和 (1 Sell 


如 何 用 F (0 < i< n 一 1) 表示 出 来 . 
由 式 (5.4.8) 和 式 (5.4.9), 有 


[= Bhs) a > [ed=)] ( 即 Ze)， (5.4.13) 


[G 和 ay] 中 > (ae 让 ( 即 59). (5.4.14) 
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因为 81,zfl-1,， BO1tf|z=1 € R{z,, 故 由 乘积 原则 , 有 


(Cm 


考虑 到 它们 都 仅 由 丽 , 瓦 ，…，, 所 确定 , 可 知 式 (5.4.13) 和 式 (5.4.14) 也 仅 由 
瑟 , 五 , …， 五 确定 . 


定理 5.4.1 方程 式 (5.4.1) 在 RR{z,t,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 ”只 需 确定 = BYf eR{z,t} (n 之 0). 由 式 (5.4.10) ~ 式 (5.4.12) 知 ， 
而 =0( 即 方程 的 始 条 件 0), Fi = 2z2t, Fa = 2z2t2. 易 见 , 它们 都 属于 尺 {z, 寺 . 

对 于 n>3, 假设 Fe R{z,t} (0 和 is 和 em-1) 都 已 经 确定 , 往 证 Fe R{z,t}. 

利用 方程 式 (5.4.1), 由 n>3, 有 


n—l 
a (enh- | Be 巴 2 因 ) 
n—l 
=2t (01af];D [Of];50 1 ), (5.4.15) 
=0 


其 中 用 中 _; 和 号 0，; 分 别 由 式 (5.4.13) 和 式 (5.4.14) 给 出 . 

由 式 (5.4.4) ~ 式 (5.4.9) 知 , 式 (5.4.15) 的 右 端 只 依赖 及 (0 < i < n 一 1). 
由 归纳 假设 , 可 以 看 出 及 ERR{z 甘 . 从 而 , fe R{z,t,y} 是 方程 式 (5.4.1) 的 一 
个 解 . 

从 上 面 的 推导 过 程 中 对 给 定 初 始 条 件 的 唯一 性 可 知 , 方程 式 (5.4.1) 的 这 个 解 
是 唯一 的 . 口 


下 面 , 进一步 讨论 所, (n > 1) 的 结构 特征 . 
引 理 5.4.1 对 于 任何 整数 n>1,2|F，, 即 2 是 Fi 的 一 个 因子 . 


证 明 由 式 (5.4.11) 和 式 (5.4.11) 知 , 当 n= 1,2 时 , 2|F。. 

假若 对 于 任 一 整数 i (2 < i< n 一 1), 都 已 经 得 到 2|,, 往 证 i=n 时 的 情形 . 

由 式 (5.4.4) 和 式 (5.4.5), 再 由 归纳 假设 , 可 知 ?| [B81,:f]i, 2| [9814f]; (0 < i< 
n 一 1). 从 式 (5.4.15), 即 得 2|FF. 口 


引 理 5.4.2 对 于 任何 整数 n > 1, F， 不 管 对 于 z 还 是 对 于 t, 都 是 一 个 最 低 
次 不 小 于 2 的 n 次 多 项 式 . 


证 明 由 式 (5.4.11) 和 式 (5.4.12) 知 , 当 n= 1, 2 时 , 引 理 的 结论 成 立 . 为 叙 
述 方便 , 记 d:(P) 和 由 (P) 分 别 为 多 项 式 Pe R{z,t} 对 于 z 和 + 的 次 . 
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归纳 地 , 假设 对 于 及 (2 < kk<n 一 1), 引 理 的 结论 成 立 , 往 证 对 于 F，, 引 理 的 
结论 也 成 立 . 
断言 1 对 于 整数 n > 3， 


mm 一 1 n—l 


DOsfli Dr DOD > 0. 
i=0 i=0 
说 明 从 例 5.4.2 中 可 看 出 断言 1 成 立 . 
言 2 对 于 整数 s (1< s<n-1), d:(5(") < s. 
说 明 由 归纳 假设 和 式 (5.4.13), 即 可 导出 结论 . 
由 式 (5.4.15), 有 


n—l 
ds(Fn)=1+d: (% 322 — Bunlz (断言 1) 


i=0 
n=—1 

=1+d。 (¥ Buel) 
i=0 


=1+, mex d([O1:f]i) +d:(2r1i) 


=1+d.([91,: 有 1)+d:( 允 中 ,) (断言 2) 
=1+(1+n—2)=n, (5.4.16) 
di(Fs) =1+, max ,di(lO1,2f]) + di( D1;) 


=1+di([O1,:f]n_1) + di(20) 
=1+(n-1)+0=n. (5.4.17) 


从 而 , 及 是 一 个 不 管 对 z 还 是 对 t 都 是 n 次 的 多 项 式 . 
可 以 看 出 , 对 于 n> 2, zx [有 :用 由 式 (5.4.15), 知 z2 如 |[B1,:f]s, 即 Fs 不 
管 对 z 还 是 对 t 的 最 小 次 均 不 小 于 2. | 


引 理 5.4.3 对 于 任何 整数 n> 1, F， 的 系数 都 是 非 负 整数 . 


证 明 由 式 (5.4.15) 看 出 , 断言 1 导致 多 项 式 及 的 系数 非 负 . 至 于 系数 的 
整数 性 , 则 可 从 Fe R{z,t} 直接 得 到 . 口 


在 定理 5.4.1 和 引 理 5.4.1~ 引 理 5.4.3 的 基础 上 , 令 


Hr=m= DD Ponte 0 二 RomeE7 (5.4.18) 
这 
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由 此 即 可 得 


[81,:fln = 3S ( 入 Pesn)2™t, 


1gmen-l “大 一 mm 十 1 
2<s<m 


[81,:fle=1]n = SR ( Pb Din)a™ 
ME led 
[Bfln = > ( > Fen jznt 
i n (5.4.20) 


[Butlin = DD (DD Prtn)e”™ 


(5.4.19) 


基于 式 (5.4.18), 对 任何 一 个 整数 i> 2, 记 
DRF, i=2, 
因 = 磺 = 学 (5.4.21) 
DPD Rp, i>3, 
1=0 


则 由 式 (5.4.13) 和 式 (5.4.14), 有 


1, i=0, 
2 = [age ey 
Dz 
汉 (5.4.22) 
1, i=0, 
py 十 i Ee 1 
- 2 
j=1 
从 而 , 由 式 (5.4.19)、 式 (5.4.20) 和 式 (5.4.22), 可 得 
n—l 
EOD = DD) Animi2™t, 
et Se (5.4.23) 
》 [Bush ， = > Bn,sn—12"t", 
i=0 1<m,s<nmn 一 1 


其 中 4wsn-1，Bnsn-1ERR{zt 革 ， 4nsn-i 一 Brnsn-i>0( 断 言 1), 都 只 与 及 
(0< is 和 7 -1 有 关 , 且 由 式 (5.4.19) ~ 式 (5.4.22) 确定 . 
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定理 5.4.2 对 于 任何 整数 n > 3， 


B= >》 Fpnz™t, (5.4.24) 
2<mvk<n 
其 中 
Fkin = Am—1,s—1n—1— Bm—1,e—1:n—1: (5.4.25) 
证 明 这 是 上 面 所 讨论 的 直接 结果 . 口 


定理 中 的 式 (5.4.24) 和 式 (5.4.25), 提供 了 方程 式 (5.4.1) 解 的 一 个 正 项 和 
表示 . 
例 5.4.1 不 可 分 离 平面 根 地 图 的 色 和 方程 . 在 文献 [19] 中 , 得 到 了 方程 


人-AA-Dzz2b(1- Ee )Q- 34 二) 


a yat0:g(1 一 al:) -zzt0.g(1 一 ag), (5.4.26) 
其 中 z, y, z 和 + 的 函数 


g= > P(M: Nr? Dy MD ro Me mM), 
MEM 

使 得 M 是 所 有 不 可 分 离 平面 根 地 图 的 集合 , p(M), q(M), r(M) 和 s(2M) 分 别 为 
地 图 M 非 根 节点 的 数目 , 非 根 面 的 数目 , 根 面 次 和 根 点 次 , P(M : 和 ) 是 M 的 色 
多 项 式 . 

方程 式 (5.4.26) 中 的 8. 和 8 分 别 就 是 这 里 的 斜 差 分 9,。 和 O14. 

当 在 方程 式 (5.4.26) 中 取 z=y ( 边 数 n(M) = p(M)+9q(M)) 和 入 =2 时 , 通 
过 等 价 变换 , 即 可 得 方程 式 (5.4.1). 


例 5.4.2 不 可 分 离 平面 二 部 根 地 图 按 边 数 、 根 面 次 和 根 节点 次 的 同 构 分 类 . 
因为 一 个 地 图 的 色 数 是 2, 当 且 仅 当 它 的 基准 图 是 二 部 的 , 可 以 看 出 , 对 于 任何 整 
数 n> 1, /2 提供 边 数 为 n 的 不 可 分 离 平 面 二 部 根 地 图 按 根 面 次 与 根 节点 次 的 
同 构 分 类 (图 5.4.1~ 图 5.4.3). 

由 图 5.4.1 中 的 a ~ ce, 分 别 给 出 五 /2= z24 羽 /2=z2t? 和 局/2=z248. 这 
里 , z 的 竺 表 示 根 面 次 , t 的 徊 表示 根 节点 次 . 由 图 5.4.1 中 的 d 和 图 5.4.2 中 的 a， 
给 出 丽 /2 = z?4 十 z4#2. 由 图 5.4.2 中 的 b~d, 给 出 


Fs/2= zt5 + (22t3 +22t2 +2z2t3) 
=z2(t3+t5)+ 2 (2 + 2t3). 
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\ 9VY 


图 5.4.1 边 数 为 1 ~ 4 的 不 可 分 离 平面 二 部 根 地 图 的 同 构 分 类 


O00 


图 5.4.2 边 数 为 4~ 5 的 不 可 分 离 平面 二 部 根 地 图 的 同 构 分 类 


g 


图 5.4.3 边 数 为 6 的 不 可 分 离 平面 二 部 根 地 图 的 同 构 分 类 


由 图 5.4.2 中 的 d 和 图 5.4.3 中 的 a~d, 给 出 
Fe/2= 22t5 + (22t3 +224t3)+ (zt3 十 2z412 十 2z4t3 十 z4t4) 
十 (2z2 妈 十 2z4tr 十 2z4t4) + 26t2 
= 22(4t3+2t4+t5) 十 24(4 妇 十 213 十 3 妈 4) + zt2. 
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5.5 直 斜 混合 式 


在 下 面 的 方程 中 , 既 有 欲求 函数 的 直 差分 又 有 和 斜 差分 , 故 称 之 为 直 儿 混合 式 . 
这 里 , 只 考虑 对 同一 个 变量 的 直 斜 混合 式 方程 . 
讨论 方程 
zy(612f)? 
1—(1+0,z7)" (5.5.1) 


fly=0=z=0 = 1, 


| f=1+zy61,z(7f)+ 


使 得 Fe R{z,y}. 
从 这 个 方程 出 发 , 虽然 可 以 直接 导出 解 中 F, e RR{z} (> 1) 的 一 个 正 项 和 
的 表示 , 但 必须 要 考虑 到 如 何 确定 无 限 和 
和 [ 王 ef] (iz1). 


po 1 一 2 


本 节 提供 的 解法 无 需求 无 限 和 , 只 需 将 方程 式 (5.5.1) 中 的 61,zf, 81z(z]) 和 
gs 展开 , 转化 为 如 下 的 等 价 形式 


f2°—(zht+ry(l—z)h+1)f+rh=0, (5.5.2) 
fly=0,z=0 三 1， 
其 中 h= j 几 ==1. 
然后 , 方程 (5.5.1) 的 第 一 式 演变 如 下 : 
f(f—1)=zh(f—1)=2zy(1-— 7)hf 
= ff-1)-zh(f-—1)=zy(1 -2)hf 
=> (1-f)01zf = zyhf. (5.5.3) 


对 于 任何 整数 ;> 1. 令 及 = 山 太 为 了 的 一 个 mi 次 多 项 式 ,由 方程 式 (5.5.1) 
的 始 条 件 , 则 有 形式 


Fi= > Eniz™, (5.5.4) 
m=1 
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1 i=0, 
区 = 下 mc- ， m (5.5.5) 


3( bb 已 :zk tS 


k=0 l=max{k+1,2} 


利用 式 (5.5.3) 的 第 三 式 , 可 得 


rp: [1—flol01,zflo=0 

=> (1-F)(-l)=0 

全 而 =1 ( 即 方程 (5.5.1) 的 始 条 件 )， (5.5.6) 
y :1 flolOzfli+[1— fli[0,zflo = zlhflo 

= (Fi)(-1)=zFolz=iFo 

水 灯 三 锋 (5.5.7) 


一 般 地 , 对 于 任何 整数 n > 2， 


名: > 0 用 [Ba =zlajj (由 [1-fjo=0 和 [Bzflo=-1) 


i=0 


nl nl 
全 = DRlOzfln-i +Z》 PiliFn1i. (5.5.8) 


i=1 i=0 
定理 5.5.1 方程 式 (5.5.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 根据 数学 归纳 法 原理 , 基于 式 (5.5.3) 和 式 (5.5.6) ~ 式 (5.5.8), 所 确 
定 的 及 (n > 0) 已 经 提供 了 方程 式 (5.5.1) 在 R{z,y} 中 的 一 个 解 . 
由 这 个 过 程 对 于 方程 式 (5.5.1) 始 条 件 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 确定 解 的 简明 的 表达 式 , 还 需 进一步 调查 多 项 式 F, (n > 1) 的 具体 结构 . 


引 理 5.5.1 对 于 任何 整数 n> 1, FF 是 R{z} 中 z 的 最 小 次 不 小 于 1 的 一 
个 nn 次 多 项 式 . 


证 明 为 叙述 上 的 方便 , 令 d,(P) 代表 含 变量 z 的 多 项 式 P 对 于 z 的 次 . 如 
果 PP 仅 含 一 个 变量 , 就 用 d(P) 代替 . 由 式 (5.5.7), 知 d( 互 ) = mi =1. 符合 欲 证 
的 结论 . 

假若 对 于 任何 整数 i (1<i<n 一 1), 都 有 d( 记 ) = mi =i, 往 证 d( 及 ) = mn 


=n. 
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由 式 (5.5.8), 有 


d(F,) = max{max{d(Fi)+d(Fn_i)|1 <i<gn—1), 
1+max{d(Fn 1-i)|0<ign—1}} 
=max{max{i+(n—i)|ll ign—1), 
l1+max{n—1—il0O<ign—1}} 


=1+(n—1)=n. 
这 就 得 到 欲 证 的 主要 结论 . 至 于 最 小 次 , 可 由 式 (5.5.4) 和 式 (5.5.7) 直接 导出 . 口 
因此 , 式 (5.5.4) 可 以 准确 写 为 


及 = 》 Pais™. (5.5.9) 
wa 


引 理 5.5.2 对 于 任何 整数 n> 1, 多 项 式 及 的 所 有 系数 都 是 及 中 的 非 负 
整数 . 

证 明 ”用 数学 归纳 法 , 即 可 得 欲 证 的 结论 . 品 

为 了 方便 , 对 任何 两 个 多 项 式 p 和 g, 记 XL? = (pq), 则 


Xd Ye (5.5.10) 
记 [8f]=[B1zf], 令 
=), i=0, 
Hi = < 5.5.11 
» Fi, i>1, 人 
l=max{k+1,2} 
则 有 
加 -有 =》 Zi (5.5.12) 
了 =1 


由 引 理 5.5.1 的 证 明 过 程 , 知 


RlBisflai= 2 丽 aDpan-im1， (5.5.13) 


j=1 11+12=j 
0cj1.7J2sm 一 1 
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由 式 (5.5.12), 知 


[FOFn-i) 
二 (5.5.14) 
区 
0<71.J2<m 一 1 


是 由 多 项 式 F (0 < i< n 一 1) 的 系数 确定 的 显 式 . 


定理 5.5.2 在 方程 式 (5.5.1) 的 解 中 , 玉 (n> 0) 有 如 下 由 多 项 式 及 (0 < 
i<n 一 1) 的 系数 确定 的 表达 式 


3 n=0, 
外 = n n—l n-l n-—l 
> (Dx tT (PH) a" nl 
m=1 “i=1 i=0 i=0 
(5.5.15) 


其 中 X89- 由 式 (5.5.14) 确定 ， 
Hi= [hi= Filz=1= 并 Fnt. (5.5.16) 
=0 


证 明 基于 定理 5.5.2 和 式 (5.5.8), 由 式 (5.5.11)、 式 (5.5.14) 和 式 (5.5.16) 
知 , Fn (> 0) 仅 由 多 项 式 (0 < i< n 一 1) 的 系数 确定 . 口 


例 5.5.1 和 孤 平 面 根 地 图 按 边 数 和 根 面 次 的 计数 方程 . 一 个 地 图 称 为 孤 的 , 是 
指 在 这 个 地 图 中 , 既 无 割 边 又 无 2 边 割 . 

因为 平面 孤 地 图 和 平面 单 地 图 是 对 偶 的 , 由 这 种 对 偶 的 唯一 性 可 知 , 孤 平面 
根 地 图 按 边 数 和 根 面 次 的 计数 方程 , 就 是 单 平面 根 地 图 按 边 数 和 根 节 点 次 的 计数 
方程 , 即 如 式 (5.5.1) 所 示 . 


例 5.2.2 单 平面 根 地 图 按 边 数 与 根 节点 次 的 同 构 分 类 . 在 这 里 , 单 是 指 既 无 
自 环 又 无 重 边 . 允许 有 割 边 和 长 2 的 圈 . 

5.5.1 ~ 图 5.5.3 显示 了 边 数 为 0~ 4 的 单 平面 根 地 图 按 边 数 与 根 节 点 次 
的 同 构 分 类 . 

5.5.1 中 的 a 给 出 了 i = 1, 即 无 边 的 单 平面 根 地 图 只 有 节点 地 图 自己 . 图 
5.5.1 中 的 5b 和 cc 分别 给 出 了 互 = z, 瑟 = z+z2, 即 边 数 为 1 和 2 的 分 类 . 

图 5.5.1 中 的 a~c 给 出 了 


Fy3= (z+27°)+(z+723)+(7?) = 27+372+73, 


即 边 数 为 3 的 分 类 . 
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图 5.5.1 边 数 为 0~ 3 的 单 平面 根 地 图 的 同 构 分 类 
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图 5.5.2 边 数 为 3~ 4 的 单 平面 根 地 图 的 同 构 分 类 


图 5.5.2 中 的 a~c 给 出 了 


Fy=(7+37)+(37+272+373)+(r+7r)+ (T+4r+373)+ (7?) 
一 6z 十 10z2 十 6z3 十 ZT4， 
即 边 数 为 4 的 分 类 . 


PS LL 


图 5.5.3 边 数 为 4 的 单 平面 根 地 图 的 同 构 分 类 
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5.6 注 记 


1. 在 5.1 节 中 , 所 提供 方程 的 解 给 出 的 是 一 个 两 变 元 zx 和 y 函数 的 一 个 正 
项 和 的 递 推 显 式 , 从 而 导出 以 边 数 和 根 点 次 为 参数 的 不 同 构 无 环 平面 根 地 图 数目 ， 
为 一 个 正 项 的 有 限 和 . 作为 特殊 情形 , 则 自然 地 得 到 仅 以 边 数 为 参数 的 这 类 地 图 
的 数目 . 但 注意 , 这 里 没有 借助 于 Lagrange 反 演 . 在 [41] 中 , 利用 反 演 推出 单 参 
数 情形 的 结果 却 比 这 里 的 简单 , 即 无 和 显 式 (理想 的 结果 ), 也 见 [18], 其 中 还 提供 
了 其 他 一 些 理想 或 较 理 想 的 结果 . 因为 没 找到 合适 的 参数 表达 式 , 所 以 未 能 导出 
两 参数 情形 的 较 理 想 的 结果 , 或 者 说 正 项 和 显 式 ( 较 理想 ). 

这 样 一 种 地 图 的 计数 源 于 [20], 但 此 文 只 提供 了 一 些 正 项 和 的 显 式 . 与 此 同 
时 , 在 [1] 中 也 提供 了 单 参数 理想 的 显 式 . 

在 [15] 中 , 通过 研究 无 环 平面 根 地 图 依 根 面 次 (z) 和 边 数 (y) 的 计数 函数 ， 
得 到 方程 


(1—z)z2yf*—(1—z+ry1—zr)h+ry)f+1—r+ryh=0, (5.6.1) 
其 中 h= flz=1. 通过 等 价 变换 , 考虑 到 f 的 常数 项 , 得 单 变 直 差 式 方程 


i 2. 2 _ ， 
{ f=1+7°yf? — zyhf +rydz(Tf), (5.6.2) 


fly=0=z=0 = 1. 


进而 , 通过 研究 在 射影 平面 上 无 环 根 地 图 依 根 面 次 (z) 和 边 数 (y) 的 计数 函数 , 仍 
得 单 变 直 差 式 方程 


{ f =z2ySf — zy(Sh+ 51f)+zydua(zf) + £(S), 


(5.6.3) 
fly=0=z=0 =0, 


其 中 h= fz=1, S 是 方程 式 (5.6.2) 的 解 , $1 = S|2=1， 
£(5)= sy (ES) 5°). 


2. 在 [8] 中 , 从 普通 平面 根 地 图 依 根 面 次 、 根 节点 次 和 边 数 的 计数 中 , 导出 了 
关于 9 的 如 下 关系 


(1—2)0—2)(f* -N+r-z)g=(1 -7)f" —(1—z)f, (5.6.4) 
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其 中 g = g(z,y,z) 是 普通 平面 根 地 图 依 根 面 次 (z)、 根 节点 次 (z) 和 边 数 (y) 的 
计数 函数 , f(z,y) = 9|s=1, f° = glz=1: 
通过 等 价 变 换 , 考虑 到 g 的 常数 项 , 即 可 得 一 个 多 变 直 差 式 的 方程 
(f*—f)g=(f" -Nr + du, (5.6.5) 
gly=0=z=0,:=0 = 0. 
因为 在 这 个 方程 中 没有 出 现 y, 无 法 用 5.2 节 中 的 方法 直接 确定 其 解 . 
还 是 用 基于 集合 分 解 理论 , 所 导出 的 关于 9 方程 为 


9=1+zyzfg+ zyz6s(29) — (1— 2z)ryzf"g. (5.6.6) 
由 于 9 是 z 和 z 的 对 称 函数 , 考虑 到 常数 项 , 即 得 方程 
a 站 
{ g= 1+zyz(zf+2f 二 二)9+zyz(5uz(zg) + 61:(29)), Ga 
glv=o=z=oaz=o = 1. 


这 个 方程 是 多 变 直 差 式 , 可 以 用 5.2 节 中 的 方法 直接 求 出 其 解 的 一 个 递 推 正 项 有 
限 和 显 式 . 基于 方程 式 (5.6.6), 已 经 借助 Lagrange 反 演 , 通过 巧妙 地 选择 参数 表 
示 , 得 到 了 f 和 f* 的 正 项 和 显 式 , 然而 , 9 的 显 式 的 系数 只 能 是 正 负 相间 的 有 
限 和 . 

3. 在 研究 平面 二 部 根 单 地 图 依 边 数 (y) 和 根 面 次 (z，z = z?) 为 参数 的 函数 
时 , 发 现 关 于 f 的 方程 


21-( ")+( 才 学 +1)f =0 (5.6.8) 


其 中 广 = |-:( 例 如 , 参见 [57] 中 的 式 (7.4.21)). 
通过 等 价 变换 , 考虑 了 的 常数 项 , 即 得 


{ f=1+2yf?2+y0s(2f)—(f" -1)(f -1), 


(5.6.9) 
fly=0=:=0= 1. 

这 个 方程 是 单 变 斜 差 式 . 可 用 5.3 节 中 的 方法 直接 求 出 其 解 的 一 个 递 推 正 项 有 限 

和 显 式 . 

4. 考虑 多 变 斜 差 式 方程 : 
yO yztOnf 
J he Dele 
3 


_ 下 sj 
(5.6.10) 


fly=0=»z=1=0 = 0. 
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自然 可 以 用 5.4 节 中 的 方法 , 确定 其 解 的 系数 的 递 推 正 项 有 限 和 显 式 . 
事实 上 , 式 (5.6.10) 中 的 方程 就 是 式 (5.4.26) 当 入 = 3 时 的 一 种 特殊 情形 . 因 
此 , 方程 (5.6.10) 也 是 有 物理 意义 的 . 
5. 在 不 可 分 离 Euler 平面 根 地 图 的 计数 中 , 发 现 这 类 地 图 依 根 节点 次 
(zt = z2?)、 非 根 节 点 数 (y) 和 非 根 面 数 (z) 的 计数 函数 满足 方程 
J ty(f -f°) 
f= tt (5.6.11) 
其 中 f* = f=1. 
可 以 验证 , 下 面 的 斜 直 混 合式 方程 在 R{t,y,z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 , 而 且 这 个 
解 就 是 满足 方程 式 (5.6.11) 的 那个 计数 函数 : 
2 tydutf 
| ft 0) (5.6.12) 


fl:=0w=0==0 = 0. 


在 如 5.5 节 所 示 的 求解 的 过 程 中 , 只 要 注意 Fn = fm) 是 t 的 一 个 多 项 式 就 
行 了 . 
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6.1 参数 方程 


本 节 打 算 在 通过 特征 曲线 或 曲面 的 方法 将 一 个 函数 或 泛 函 方程 转化 为 一 个 等 
价 的 方程 或 方程 组 的 基础 上 , 建立 一 个 微分 方程 以 确定 原 方程 的 那个 (一 个 , 如 果 
适 定性 未 被 证 明 ) 全 局 或 局 部 ( 即 限制 ) 解 . 

在 [17]( 即 式 (3.8), 但 注意 z 与 y 互 换 ) 中 , 有 关于 f 的 方程 


(z—1)z2yf?+(z2y—z+l)f+r—1—zyh=0, (6.1.1) 
其 中 = flz-1; 并 且 由 此 出 发 , 求 出 了 hh 和 wy 以 9 为 参数 的 表达 式 , 以 确定 h 作 
为 y 的 函数 本 身 , 即 
40-3 
(039 一 2)2” (6.1.2) 
y= (1—0)(30—2). 
为 了 确定 h, 先 看 一 看 h 满足 怎样 的 方程 . 由 
| dh _ 2(5 一 60) 


dg (30—2)3’ (6.1.3) 


dy 
6 =5—60, 


dh 2 


-my (6.1.4) 
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由 式 (6.1.2) 和 式 (6.1.4), 得 


dh dh 
y 一 = 二 27(y 一 十 h)， 
| dy ( dy ) (6.1.5) 


其 中 +=1-0. 
引 理 6.1.1 在 方程 式 (6.1.5) 中 , 有 re Ri{y}. 


证 明 记 T= 627 (整数 n>0). 由 方程 (6.1.5) 的 第 二 式 , 得 7 =y 十 37?， 
因此 


:N=3T = mL-37)=0 一 T=0, 
:T=1+6TT = T=1, 


n-l 


:T=3_ TI (n>22). 
i=1 


从 而 , 有 


T=4 n=1, (6.1.6) 
3D_TT,, n>2. 
i=l1 


由 于 To, 五 ER+ 以 及 式 (6.1.6), 从 五 ER+ (i < n 一 1), 即 得 对 任何 整数 

n> 2, Tn € 入 +. 基于 数学 归纳 法 原理 , 可 见 7 € Rj,{y}. 口 
从 式 (6.1.6) 出 发 , 可 以 求 出 

T 一 9 十 3%2 十 18y3 十 135%4 十 … . (6.1.7) 


另 一 方面 , 利用 定理 1.5.1, 对 于 整数 n> 1, 又 可 得 


T= 2 人 ( ) -地 (6.1.8) 


n 1 一 37 n 名 一 上 


比较 式 (6.1.6) 与 式 (6.1.8), 即 可 得 组 合 恒等式 : 对 于 整数 n > 2， 


人 3) 二 3 i 可 (7) Cs 站 (6.1.9) 


| 


第 6 章 常 微分 方程 143 


定理 6.1.1 方程 


dh dh 
一 三 27(2y 一 十 h])， 
| Yay (3 ) (6.1.10) 


在 Ri{y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 令 ,=6mh (n>0). 记 4 玉生 二 有 Dn = 3d (n>0). 由 


Bb 折 ],=B(v 旦 ) =nH, (n>21), (6.1.11) 


[时 =0rd=D,。 (n>0), 


其 中 
"| Ho, nd, (6.1.12) 
(n+1)H,, n>1, 
即 可 得 
0, n=0, 
[rd = 部 ， n=1, (6.1.13) 


2 TD n>2. 
i=1 
在 方程 式 (6.1.10) 的 基础 上 , 由 式 (6.1.6) 、 式 (6.1.11) 和 式 (6.1.13), 有 
y: [| = => Fi=2TiHo=0 
孝王 他 一 2, 
2. [dh 
2 吧 ] =2[rdz = 2H,=2(3H1+3) (6.1.14) 
2 
= He=3H1+3=9, 
:be], =2rd, 二 nn 2 TD (n>22), 
i=1 
从 而 


2 
js no TD (6.1.15) 


综 上 所 述 , 得 
n=0, 
瓦 ,= 和 n=1, 


2 
“TD n>2. 
n 


i=1 
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(6.1.16) 


在 式 (6.1.16) 的 基础 上 , 从 式 (6.1.8) 和 式 (6.1.12) 可 以 看 出 , H， 由 Hi; 
(1 <ign 一 1) 确定 , 而 且 , 再 ,e 入 +. 这 就 导致 如 此 得 到 的 he RR {y} 是 方程 式 
(6.1.10) 的 一 个 解 . 进而 , 由 这 个 过 程 在 给 定 始 条 件 下 的 唯一 性 , 在 尺 +{y} 中 , h 


是 方程 式 (6.1.10) 仅 有 的 一 个 解 . 
事实 上 , 由 式 (6.1.8) 和 式 (6.1.12), 式 (6.1.16) 变 为 


1, n=0, 
Onh= 2, n=1, 
2 e312n—2i+1)(2i—2)! 
DC n>2. 
二 


另 一 方面 , 对 于 整数 n>1, 记忆 一 多 本 =Omh. 由 


2 
| h 3 
地 (=)» 


利用 定理 1.5.1, 有 
a Pp 
i rj 
_ 2.3"+l /2n+2) _ 2.3"+1(2n+2)! 
nn n+3/) nl(n+3)! 


因为 nH, = H' (n >1), 由 式 (6.1.19), 即 得 
n= 二 0( 方 程式 (6.1.10) 的 始 条 件 )， 


n>1. 


1, 
Oh=) 2.3"(2n)! 
nl(nt+2)!’ 


通过 式 (6.1.17) 和 式 (6.1.20), 即 可 得 组 合 恒等式 : 对 于 整数 n> 1， 


3(2n)! -六 Dl)! 
2(n+2)in! 5 (n—it+2)!(n—i)! 


口 


(6.1.17) 


(6.1.18) 


(6.1.19) 


(6.1.20) 


(6.1.21) 
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细心 的 读者 会 注意 到 , 这 里 通过 参数 7 确定 hv 然后 确定 h, 要 比 在 [17] 中 的 
直接 用 参数 9 求 h 简单 多 了 . 这 就 启示 我 们 留心 选择 参数 , 或 者 适当 地 作 参 数 的 
代 换 , 以 减少 推导 中 带 来 的 不 必要 麻烦 . 

如 何 选择 一 个 函数 所 满足 的 微分 方程 是 首先 要 特别 留意 的 , 一 旦 不 当 将 会 使 
后 继 工作 事倍功半 , 费力 而 不 讨好 . 例如 , 在 [16] 中 就 给 出 了 一 个 满足 二 阶 常 微分 
方程 的 函数 (参见 [95] 用 一 个 一 阶 常 微分 方程 所 代替 的 情形 , 从 而 将 前 者 的 运算 
过 程 大 为 简化 . 

另外 , 在 论证 方程 的 适 定性 时 , 通常 需要 对 方程 本 身 作 等 价 变换 , 以 使 从 方程 
的 始 条 件 出 发 导出 逐 项 确定 的 公式 . 

下 面 , 提供 几 个 例子 以 显示 本 节 所 描述 的 方法 的 普遍 性 . 它们 都 是 本 书 作 者 
在 以 往 的 工作 中 遇 到 的 . 尽管 得 当 与 否 尚未 可 知 , 但 无 疑 为 之 进一步 发 展开 拓 了 
更 广阔 的 想象 空间 . 


例 6.1.1 一 般 平 面 根 地 图 按 边 数 分 的 同 构 类 . 由 公式 (6.1.20) 所 给 出 的 是 
一 般 平面 根 地 图 按 边 数 分 的 同 构 类 数 . 例如 , 当 n = 0 时 , 1 表明 无 边 的 一 般 平 面 
根 地 图 只 有 1 个 同 构 类 . 这 就 是 节点 地 图 自己 . 当 n= 1 时 , 2 表明 一 条 边 的 一 般 
平面 根 地 图 有 2 个 同 构 类 . 它们 是 杆 地 图 和 自 环 地 图 , 如 图 4.2.1 所 示 . 边 数 为 2 
的 一 般 平面 根 地 图 有 9 个 同 构 类 . 它们 由 图 6.1.1 中 的 2 二 bu 十 2c 十 4d 给 出 . 

边 数 为 3 的 一 般 平 面 根 地 图 有 54 个 同 构 类 . 它们 由 图 6.1.2 中 的 3a 十 20 十 c 十 
6d+e( 即 3+2+1+6+1=13)、 图 6.1.3 中 的 6f 二 6g 十 3h 十 6i 十 6j(6 十 6 十 3 十 6 十 
6= 27) 和 图 6.1.4 中 的 3 十 6L 十 3m 十 2n(3+6+3+2=14) ( 计 13+27+14=54) 
给 出 . 


例 6.1.2 对 于 [33,35] 中 出 现 的 关于 f 的 方程 
f°—(zh+zy(l—z)h+1)+zrh=0, (6.1.22) 


其 中 = fls=1, 已 经 得 到 h 和 y 用 参数 t 表达 的 公式 


h=t2(2—t), 
| De (t—1)(2—4) (6.1.23) 


t2 
因为 
dh 
二 =t4 一 3b， 


dy _ 4—3t 
dt 要， 
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所 以 


dh 
一 =t4. 
dy 


Ud 


图 6.1.1 2 条 边 的 一 般 平 面 根 地 图 的 同 构 类 


AYLPO 


图 6.1.2 3 条 边 的 一 般 平面 根 地 图 的 同 构 类 (D) 


(6.1.24) 


图 6.1.3 3 条 边 的 一 般 平面 根 地 图 的 同 构 类 (ID) 


Dy 


图 6.1.4 3 条 边 的 一 般 平面 根 地 图 的 同 构 类 (IIT) 


第 6 章 常 微分 方程 


进而 , 得 到 常 微分 方程 


例 6.1.3 在 [41] 中 ,得 到 了 关于 f 和 = fz=1 的 一 个 方程 
zyf +(1—z+ryh)f+z—1=0. 


而 且 , 已 经 得 到 h 和 y 用 参数 t 表示 的 公式 (参见 [18,20]) 


| h=t2(2—t), 
t—1 
= 一 一 . 


下 dh 
Tr =t(4—3t), 
dy _ 4—3t 
de 
有 
dh 
Ei 


根据 式 (6.1.27) 和 式 (6.1.28), 就 可 得 到 常 微分 方程 
dh dh 
yay =(t— Dv + 让， 
t 一 1 十 tay. 
例 6.1.4 在 [23] 中 ,已 经 得 到 关于 f 入 = f|,-1 的 方程 
f+ ((1+zy)(1 一 z) 一 zh)F+zz(l 一 Z)y(1 十 jh) = 0， 
而 且 , 已 经 求 出 了 h, y 与 参数 7 的 关系 
1 
h= 37(4—"), 
y= 南 (7 一 (4 一 0)?. 
nh 
7 
dy 
7 


Es 


2 
3(2—), 


=3(7-2)(n-4), 
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(6.1.25) 


(6.1.26) 


(6.1.27) 


(6.1.28) 


(6.1.29) 


(6.1.30) 


(6.1.31) 
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有 
dh 6 
-7 (6.1.32) 
根据 式 (6.1.31) 和 式 (6.1.32), 就 可 得 到 常 微分 方程 
(4—DL=6, 
i 27 (6.1.33) 
人 
例 6.1.5 在 [95] 中 , 提供 了 单 平面 根 三角 化 计数 函数 h=h(y) 和 y 用 一 个 
参数 s 表示 的 公式 
用 尖 s(1 十 s) 
(1 一 s)2” (6.1.34) 
8 = 一 s(1 十 5)2. 
因为 
dh _ 3s+1 
| gs C0 
EP (1+3s)(1+s), 
所 以 
dh 1 
dy (Is)s(i+s)" 83) 
根据 式 (6.1.34) 和 式 (6.1.35), 就 可 得 到 常 微分 方程 
(1 一 sy 时 =h, 
(6.1.36) 


= 
re 


例 6.1.6 在 [95] 中 , 还 提供 了 限制 平面 根 三 角 化 计数 函数 h=h(y) 和 2 用 
一 个 参数 和 表示 的 公式 


(6.1.37) 


灵 = (3 一 2A)， 
y=X(1—A). 


因为 a 
画 = 入 (3 一 4)， 


da 
d= (1—N), 
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所 以 
dh 1 
Es (6.1.38) 
根据 式 (6.1.37) 和 式 (6.1.38), 就 可 得 到 常 微分 方程 
dh dh 
一 二 (1— 和 )(h—2yo—), 
| Vay 本 \( vm) (6.1.39) 

和 =1- 三 . 
和 3 

6.2 次 从 和 


在 研究 如 何 确定 给 定 边 数 的 可 定向 曲面 上 不 同 构 的 根 因 从 数目 的 过 程 时 , 归 
结 为 解 如 下 的 常 微分 方程 (参见 [63]): 


{ 2x2 至 =-1+(-ajp 


ho=hlz=0=1. 


(6.2.1) 


定理 6.2.1 方程 式 (6.2.1) 在 R;{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 首先 , 为 了 方便 , 将 方程 (6.2.1) 的 第 一 式 变 成 如 下 的 等 价 形式 : 
dh 


hs 1 十 zh 十 27 7 (6.2.2) 
令 Hn = Eh (>0). 由 始 条 件 , 得 
Ho=ho=1€ER:. (6.2.3) 
然后 , 因为 
Ozh = Or"-!h= Hl 
2 3 二 本 5 =(n—1)H,1, 
故 对 于 n 之 1, 由 式 (6.2.2)， 
Hn= Hn-it+2(n—1)H-i1= (2n— 1Hn-1 ER+. (6.2.4) 


从 而 , 由 式 (6.2.3) 和 式 (6.2.4) 所 导出 的 he 入 +{fz} 满足 式 (6.2.2) 为 方程 式 
(6.2.1) 的 一 个 解 . 
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考虑 到 HH, (n > 1) 对 于 Ho 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 
实际 上 , 由 式 (6.2.3) 和 式 (6.2.4) 确定 的 递 推 关系 , 直接 可 得 
(2n—1)! 
2n-i(n—1)! 
在 [63] 中 , 研究 给 定 边 数 的 不 可 定向 根 瓣 从 的 过 程 中 , 发 现 的 是 下 面 一 个 关 
于 9 的 常 微分 方程 : 


H,=(2n—1)1= (n21). (6.2.5) 


dg dh 
| 他 ds =(-27)g—z(h+2z), (20) 
g 
drlz=o0 
其 中 h 就 是 方程 式 (6.2.1) 的 由 式 (6.2.5) 确定 的 那个 解 . 
注意 到 h 满足 式 (6.2.1), 即 可 得 此 方程 的 如 下 等 价 形式 
2dg _ (1 _2z)g— 
{ sr? =(1 -27)g—h+l, a 
go 三 glz=0 =0. 
定理 6.2.2 方程 式 (6.2.7) 在 尺 +{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 为 了 推导 时 的 方便 , 将 方程 (6.2.7) 的 第 一 个 式 子 等 价 地 变 成 
#= 4 +2rg+h—1. (6.2.8) 
记 Gn = Og (n > 0). 因为 
anzg=an 1g=Gn_ (n>1), 
mL 十 1 
Bre 过 GoHanc =(n+1)Ga >0)， 
n 2d9 _ on-2dg _ 
sm 一 如 和 = (一 1)Gn- 
由 式 (6.2.5), 可 知 
如: Go= 醒 -1 全 Go=0( 即 始 条 件 ) (6.2.9) 
久 : Gn=4(n—1)Gn_1+2Gn_1+ Hn 
= (4n—2)Gn_1+ Hn. (6.2.10) 


由 式 (6.2.9) 和 式 (6.2.10), 分 别 有 Goe RR|+ 和 GE 及 +. 从 而 , 它们 所 导出 
的 ge 入 +{fz} 为 方程 式 (6.2.7) 的 一 个 解 . 
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考虑 到 G,, (n > 1) 对 于 Go 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 
在 式 (6.2.9) 和 式 (6.2.10) 的 基础 上 , 即 可 推 得 
Gn =H, :I (4i— + 光 II (47—2) (>2). (6.2.11) 


j=itl 


另 一 方面 , 看 一 看 f = g++h 所 满足 的 方程 , 其 中 h 和 9 分 别 为 方程 式 (6.2.1) 
和 方程 式 (6.2.7) 的 解 . 

因为 h 和 g 分 别 为 方程 式 (6.2.1) 和 方程 式 (6.2.7) 的 解 , h 和 g 分 别 满足 式 
(6.2.2) 和 式 (6.2.8), 所 以 


g+h= 人 LA+2zg+4z? 开 】 (CE 


由 式 (6.2.2), 用 二 二 25292 代替 上 式 右边 第 一 个 括号 内 的 一 1 十 h, 即 可 得 


f=1+22f+4r° 7 和 (6.2.12) 
考虑 到 fo = flz-0 = go 十 ho==1, 由 式 (6.2.12), f i 
(6.2.13) 
f= leo= =1. 
定理 6.2.3 方程 式 (6.2.13) 在 尺 +{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 车 取 f=g+h, 使 得 g 和 h 分 别 是 方程 式 (6.2.1) 和 方程 式 (6.2.7) 的 
解 , 则 由 定理 6.2.1 和 定理 6.2.2, 知 ge Rj;{7}, he Ry{Z}. 从 而 , Fe 和 Hz}. 如 
， 上 所 述 , f 是 方程 式 (6.2.13) 在 及;{z} 中 的 一 个 解 . 

另 一 方面 , 假若 由 及 = BPf (n > 0) 确定 的 f 是 方程 式 (6.2.13) 在 及 +{z} 
中 的 另 一 个 解 , 因为 


Grrf=0r f= (n>1), 


ps 472 "和 -1+( -2z) 用 


x = ne =(n+l)Fn (n>0), 
Or 2 = 过 = (1 及- 
由 式 (6.2.12), 可 知 
0 ; Fo = 1 ( 即 方程 式 (6.2.13) 的 始 条 件 )， (6.2.14) 
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:Fh=2Fn 11+4(n—1)F i1=(4n-2)Fn 1 (nz1). (6.2.15) 


由 于 在 始 条 件 给 定 下 , 式 (6.2.15) 唯一 地 决定 F (n>1), 且 名 =1e Ri, 
及 E 入 +, 所 以 欲 证 的 结论 成 立 . 口 

基于 定理 6.2.3, 由 丽 = 1 和 式 (6.2.15) 确定 的 只 能 是 f = 9 十 几 . 

因为 (4n 一 2)F_1 = 2(2n 一 1)Fn_1, 与 式 (6.2.4) 比较 , 且 而 = 西 =1 所 
以 有 
2"(2n 一 1)! 
2"-1(n—1)! 
考虑 到 f=g++h, 即 g=f 一 h, 由 式 (6.2.5) 和 式 (6.2.16), 有 
(2°—1)(2n—1)! 

2n-1i(n—1)! 


Fh, =2"H, = (nz1). (6.2.16) 


=(2"—1)H,= (nz21). (6.2.17) 


结合 式 (6.2.11), 即 可 得 


2(2"-! 一 Da = 2 + I (47—2) (n>2), (6.2.18) 


i=2 j=itl 


其 中 Hi; (2 < i<n) 由 式 (6.2.5) 给 出 . 从 而 , 有 组 合 恒等式 


2(2"-1— 1)( 2n— D1=T[(4i- D+ I (47 一 2). (6.2.19) 
t=2 j=i+1 

例 6.2.1 可 定向 根 状 从 依 边 数 分 的 同 构 类 . 亏 格 为 0 的 曲面 ( 即 5o) 情形 
已 经 由 图 3.1.4 给 出 , 边 数 为 0~4 的 可 定向 根 瓣 丛 , 在 5。 上 , 分 别 有 1, 1, 2, 5 
和 14 个 同 构 类 . 

在 图 6.2.1 中 , 可 以 看 出 亏 格 为 1 的 曲面 ( 即 51) 情形 和 亏 格 为 2 的 曲 
面 ( 即 52) 情形 . 图 中 , i 和 3 表示 边 i 上 的 同一 个 点 , 但 边 i 的 两 侧 在 i 处 
的 走向 与 在 i 处 的 走向 相反 (i=1, 2, 3 和 4). 在 Sl 上 , 因为 不 可 能 有 边 
数 为 0 和 1 的 地 图 , 只 考虑 边 数 为 2, 3 和 4 的 三 种 情形 .有 两 条 边 时 , 只 
有 la 所 示 的 1 类 . 有 三 条 边 时 , 有 4 二 3c+3d, 计 10 类 .有 四 条 边 时 , 有 
8e 十 8f 十 8g 十 8h 十 16i 十 8j 十 詹 十 所 十 4m 十 2n, 计 70 类 . 在 S> 上 , 只 可 能 有 四 
条 边 的 办 从 . 这 时 , 有 40 十 8p 十 8g 十 17, 计 21 类 . 


例 6.2.2 不 可 定向 根 办 从 依 边 数 分 的 同 构 类 . 在 图 6.2.3 和 图 6.2.4 中 , 可 
以 看 出 : 一 条 边 的 不 可 定向 辩 从 只 能 在 不 可 定向 亏 格 为 1 的 曲面 即 Si 上 , 两 条 边 
的 只 可 能 在 Si 和 95 上 , 三 条 边 的 只 可 能 在 5i, 5S; 和 53 上. 
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图 6.2.1 边 数 为 2~ 4 的 地 图 在 亏 格 为 1 的 可 定向 曲面 上 根 准 从 的 同 构 类 


1 1 1 
6 。 y o 于 o 
o 
2 1 2 2 
o 
1 1 2 2 
a b d 


图 6.2.3 边 数 为 1 ~ 2 的 根 因 从 在 不 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 
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图 6.2.4 边 数 为 3 的 根 瓣 从 在 不 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 


从 图 6.2.3 知 , 边 数 为 1 的 根 瓣 从 在 Si1 上 , 只 有 la, 即 1 个 同 构 类 ; 边 数 为 
2 的 根 鸭 从 在 Si 和 53 上 , 分 别 有 16 十 4c 和 2d+ 2e, 即 4 和 4 个 同 构 类 . 
图 6.2.4 显示 了 边 数 为 3 的 根 瓣 丛 在 不 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 . 
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在 图 6.2.4 中 , e 与 a, b, c, d 一 样 ， 都 在 曲面 Si 上. 从 而 , 三 条 边 的 
根 因 从 在 亏 格 为 1 的 不 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 , 有 6a 十 6 十 6c+3d+le, 计 
6 十 6 十 6 十 3 十 1 = 22 个 . 其 中 , f ~m 都 在 曲面 5; 上 , n ~ 都 在 曲面 S5 上 . 从 
而 , 三 条 边 的 根 瓣 丛 在 亏 格 为 2 的 不 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 , 有 6f 十 129g 十 6h 十 
6i 十 3j 十 3k 十 31 十 3m, 计 6 十 12 十 6 十 6 十 3 十 3 十 3 十 3 = 二 42 个 . 三 条 边 的 根 办 从 
在 亏 格 为 3 的 不 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 , 有 2 十 6o 十 12p 十 3g 十 6r 十 6s 十 3t 十 3u 
计 2+6+12+3+6+6+3+3= 41 个 . 


6.3 可 定向 和 


在 文献 [57]( 定 理 8.5.1, 268 页 ) 中 , 发 现 了 方程 


2df i 2 
{ 2 i 1+(1—z)f—zf’, (6.3.1) 
fo= fl:=0=1. 
目标 是 要 求 得 这 个 方程 在 尺 +{z} 中 的 一 个 解 , 如 果 存 在 的 话 . 
为 推导 方便 , 将 方程 (6.3.1) 的 第 一 式 变 成 其 等 价 形式 
f=1+zf +27? 到 + (6.3.2) 


因为 fcR+{fzj f 由 [=B37 >0) 确定 . 令 玉 =[。(n>0), 则 有 


0， = 0， 
[用 ,= [ 几 ,-: = | (6.3.3) 
mi， 7 二 1， 
区 /=[ 站 := FF (n>0). (6.3.4) 
i=0 
由 
EA a 0, n=0, 
drin (n+lD)Fn, nzl, 
有 


;dj 0, 0<ng?, 
Ez dz 到 | 一 区 训 .| (一 DR 的 nt 


156 组 合 泛 函 方程 论 


在 式 (6.3.3) ~ 式 (6.3.5) 的 基础 上 , 利用 方程 式 (6.3.2), 有 


z0: Fo=1+ lzflo+2| | + fal = 从 会 ”两 = 十 (6.3.6) 
zl: m=[efh+2 a)] +e/ = B+ > B=1+1=2,， (6.3.7) 
22: 及 = fz/la+2 2), + 区 =F+2F +2FR =2+4+4 

> 有 为 =10, (6.3.8) 


对 于 六 总 


oF = [ef +2 eH] +e 


n—l 
=F1+2n -Ft Fr: 
i=0 


n—l 


3 =(2n-l)F +) RF (6.3.9) 
i=0 


引 理 6.3.1 对 于 任何 整数 n>0, 有 


和 (n=0) 


2 
1 (ml) eR (6.3.10) 


(Qn— DritD FF: (n>2) 
i=0 
证 明 易 知 fo =1, 所 =2€ RR;， 对 于 整数 n>2, 由 归纳 假设 有 € RE 
(0<ign 一 1), 则 由 式 (6.3.10) 得 Fe Rj,. 口 


这 个 引 理 告诉 我 们 , 由 式 (6.3.10) 确定 的 函数 fe Rj{z}. 
定理 6.3.1 方程 式 (6.3.1) 在 R{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 在 式 (6.3.10) 中 , 因为 Fo = 1 就 是 方程 式 (6.3.1) 的 始 条 件 , 由 式 
(6.3.10) 确定 的 函数 fe Rj.{z} C R{z} 可 知 , 这 个 函数 是 方程 式 (6.3.1) 的 一 
个 解 . 

进而 , 由 式 (6.3.10) 确定 的 函数 f 对 于 初 值 i 的 唯一 性 可 知 , f 是 方程 式 
(6.3.1) 仅 有 的 解 . 口 


因为 FE (n > 2) 是 一 个 正 项 有 限 和 , 故 由 式 (6.3.10) 确定 的 函数 f = forien 
本 身 就 是 一 个 正 项 和 形式 . 
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例 6.3.1 在 所 有 可 定向 曲面 上 , 给 定 边 数 的 一 般 根 地 图 的 同 构 类 . 因为 已 经 
知道 , 例如 在 [57] (定理 8.5.1, 268 页 ), 或 更 详细 地 在 [65]( 定 理 9.5.1, 314 页 ) 中 ， 
以 边 数 为 参数 的 一 般 根 地 图 在 可 定向 曲面 上 总 和 的 计数 函数 满足 方程 式 (6.3.1)， 
由 定理 6.3.1, 即 得 式 (6.3.10) 确定 的 函数 f 就 是 这 个 计数 函数 . 这 里 仅 看 一 看 三 
条 边 及 三 条 边 以 下 的 情形 . 

由 式 (6.3.10), 可 知 克 =1, i=2,E=10, 习 =74. 在 名 + 有 + 忆 = 
1 二 2 十 10= 13 个 根 办 从 中 , 只 有 1 个 根 地 图 不 在 So( 球 面 , 或 平面 ) 上 . 它 有 2 条 
边 和 1 个 顶点 , 如 图 6.3.1 中 的 a 所 示 , 在 5S1( 亏 格 为 1 的 可 定向 曲面 或 环 面 ) 上 . 

因为 3 条 边 的 图 只 能 嵌入 到 亏 格 至 多 为 1 的 可 定向 曲面 , 在 Fy = 74 个 根 
辩 从 中 , 只 有 20 个 非 平面 根 地 图 . 它们 都 在 5S 上 . 如 图 6.3.1 的 b~.g 所 示 , 即 
40+3c+3d+3e+6f+19, 计 4+3+3+3+6+1= 20 个 . 


9 
图 6.3.1 边 数 为 3 的 根 瓣 从 在 亏 格 非 零 的 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 


例 6.3.2 考察 方程 


df _ i 
人 2 b+b(1—z)f— crf?, ly 


flz=0= 1, 


其 中 a, b, ce 和 RH bla, ble. 
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为 便于 推演 , 采用 方程 (6.3.11) 的 第 一 式 的 等 价 形式 
bf =b+bzf +ar? 十 czj2. 
由 于 bla, 故 a ==a/be RR4. 同样 由 ble, 知 6=c/be RR;, 因此 有 


f=1+2f tar +pef?. (6.3.12) 

基于 式 (6.3.3) ~ 式 (6.3.5), 由 式 (6.3.12), 即 可 得 
Zo: ne), +plefilo=0 = 而 =1， (6.3.13) 
yl: =fh+als? | +Blzfh =F+BF? = Fi=1+B, (6.3.14) 


对 于 n>2, 


入 F = [ef]n+alz? of] +B[zf?]» 


n—l 


i nita(n— DF +8) RF (6.3.15) 
i=0 


nl 
= Fn=(an-atl)Fn-1 +BY FFnii. 
i=0 


引 理 6.3.2 对 于 任何 整数 n > 0， 
1 (n=0) 
1+B (n=1) 


n—l 
(an—atl)F it+B) FF i: (n>2) 


i=0 

证 明 易 知 且 =1, 所 ==1+B ER}. 对 于 整数 n>2, 由 归纳 假设 Fe RR 
(0<ign 一 1), 则 由 式 (6.3.16) 得 及 ER 入 +. 口 

这 个 引 理 启示 我 们 , 由 式 (6.3.16) 确定 的 函数 fe Rj.{z}. 

定理 6.3.2 方程 式 (6.3.11) 在 RR{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 

证 明 在 式 (6.3.16) 中 , 因为 Fo = 1 就 是 方程 式 (6.3.11) 的 始 条 件 , 故 由 式 
(6.3.16) 确定 的 函数 fe Rj.{z} C RR{z} 可 知 , 这 个 函数 是 方程 式 (6.3.11) 的 一 
个 解 . 

进而 , 由 式 (6.3.16) 确定 的 函数 f 对 于 初 值 FE 的 唯一 性 可 知 , f 是 方程 式 
(6.3.11) 仅 有 的 解 . 口 


因为 F (mn > 2) 是 一 个 正 项 有 限 和 , 由 式 (6.3.16) 所 确定 的 函数 本身 就 是 
一 个 有 限 正 项 和 表示 . 


=F, ER. (6.3.16) 
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6.4 不 可 定向 和 


在 文献 [62]( 定 理 9.6, 209 页 . 但 要 注意 其 中 b(z) 的 表达 式 中 的 “-- ”应 为 
“+” 这 里 得 以 纠正 ) 中 , 发 现 了 方程 


2df _ 2 
| 人 3 a(z)f 一 z 户 一 2zb(z)， (aa 
了 |--o 一 
其 中 
a(z) = 1— 27 — 27 forien, 
6.4.2 
| bz) = forien +22 Mone onen . 人 
这 里 的 forion 由 式 (6.3.10) 确定 , 就 是 方程 式 (6.3.1) 的 解 . 
为 了 方便 , 采用 方程 (6.3.1) 的 第 一 式 的 一 个 等 价 形式 
f=zb(z)+2z(1 + fern)f + A427 +zf? 
= A(z) +2B(7)f +2rforenf +zf?, (6.4.3) 
其 中 
dforien 
A(z)= z (fonen rrr )， (6.4.4) 
也 (z) = z(7+2z 了 让 
对 于 整数 n 之 0, 令 On = [forienjn, 即 Bforion. 由 式 (6.3.10), 有 
: 央 n=0, 
Os»=( 2 n=1, (6.4.5) 


n—l 
(2n—1)On1+ D0i0n1-i, n>2. 
i=0 
对 于 整数 n> 1, 有 


ae | 
n-2 


[A(z)]n = [foe t 2 Mee] =On- 1+2 [= 
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=O。i+2(m 一 1)O。 := (2n 一 1)O。1， (6.4.6) 
d d 
Bh = [17+], ,= Pt], , 
=F 1+2n— DR, 1= (2n-1)F,, (6.4.7) 


其 中 F, = [fn (n>0). 
由 方程 式 (6.4.4), 对 于 整数 n> 0, 有 


[fln = [A(z)]n +2[B(z)f]n + 2[forienf]n-1 + [fn (6.4.8) 
利用 式 (6.4.6) 和 式 (6.4.7), 即 可 得 
z0: Fo=0+0+0+0=0. 
注意 到 Oo =1, Fo =0, 所 以 
zl: Fi=1+0+0+0=1. 


对 于 n> 2, 同样 注意 到 Oo = 1, Fo =0, 所 以 
nl n-2 


Fn =(2n—1)O0n1+2(2n— DF 1 +2 及 0 it+ FFs 
i=]1 i=1 
n—-2 
=(2n—1)On-1+hnFn -1+ ) ,Fi(20n1-i+ Fn-1-i). 


i=1 


总 之 , 有 
0, n=0, 
=4 1 n=l, (6.4.9) 


n—2 


(2n— DOnit+dnFs t+ ) ,Fi(20n1i+ Fn 1 i), n>2. 
i=1 


引 理 6.4.1 对 于 整数 n> 0, 由 式 (6.4.9) 确定 的 FE, € 及 + 


证 明 首先 , i 二 0€ Rj, 所 =1e RR;.， 然 后 , 对 于 n>2, 归纳 地 , 假 
设 及 ER+ (0<ign 一 1). 由 引 理 6.3.1, 知 On € RR (n 之 0) ; 由 归纳 假设 , 知 
1 ER i Fi1-i ER (1<ign-2). 因此 从 式 (6.4.9), 即 可 导出 FF, € RJ. 
由 数学 归纳 法 原理 , 引 理 得 证 . 口 


这 个 引 理 告诉 我 们 , 由 式 (6.4.9) 确定 的 函数 fe 尽 +{z} C R{z}. 
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定理 6.4.1 方程 式 (6.4.1) 在 RR{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 由 式 (6.4.9) 确定 的 函数 f 满足 式 (6.4.3), 从 而 满足 方程 (6.4.1) 的 第 
一 式 , 以 及 及 =1= 旦 | “由 引 理 6.4.1 知 这 个 函数 是 方程 式 (6.4.1) 的 一 个 解 
进而 , 在 式 (6.4.9) 中 , {| n > 0} 对 于 始 条件 = 1 具有 唯一 性 , 由 此 即 知 
这 个 解 在 RR{z} 中 是 仅 有 的 . 口 


上 述 证 明 过 程 已 经 表明 , 由 式 (6.4.9) 确定 的 函数 f= foon 就 是 方程 式 (6.4.1) 
的 解 . 


例 6.4.1 不 可 定向 根 地 图 依 边 数 分 的 同 构 类 . 因为 只 有 基准 图 有 图 ( 自 环 本 
身 是 一 个 圈 ) 的 地 图 才 有 可 能 是 不 可 定向 的 , 所 有 树 均 不 在 讨论 之 列 . 记 Gs_y-_; 
为 所 有 带 z 条 边 和 vy 个 节点 的 图 中 的 第 z 个 . 方程 (6.4.1) 的 解 fhon 就 是 所 有 
不 可 定向 地 图 以 边 数 为 参数 的 计数 函数 . 由 式 (6.4.9), F = 07 faon 全 Nn (n> 0), 
则 有 


N=0, N=1, N=14 Ns=223. 
在 图 6.4.1~ 图 6.4.3 中 , 列 出 了 边 数 不 超过 3 的 不 可 定向 根 地 图 的 同 构 类 . 


e 上 9 
图 6.4.1 边 数 为 1 ~ 2 的 不 可 定向 根 地 图 的 同 构 类 


在 图 6.4.1 中 , a 表明 边 数 为 1 的 根 地 图 只 有 1 类 . 在 边 数 为 2 的 根 地 图 中 ， 
基准 图 为 G。_1_1 的 有 4 上 +lc, 计 4+1=5 个 在 5i 上 ;2d+2e, 计 2+2=4 个 在 
S5 上 , 共 9 个 . 基准 图 为 G。_2_1 的 有 4f, 计 4 个 ; G2-_2-1 的 有 1f, 计 1 个 , 共 
5 个 在 5; 上 . 从 而 , 边 数 为 2 的 根 地 图 共有 5+5 = 10 个 同 构 类 在 Si 上 , 4 个 在 
55 上 , 总 共 10 十 4 二 14 个 同 构 类 . 
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在 图 6.4.2 和 图 6.4.3 中 , 给 出 的 是 边 数 为 3 的 根 地 图 的 同 构 类 . 其 中 , 图 
6.4.2 只 显示 以 G3-1-1 为 基准 图 的 边 数 为 3 的 根 地 图 的 同 构 类 , 图 6.4.3 显示 边 
数 为 3 的 根 地 图 的 所 有 其 他 同 构 类 . 注意 , 边 旁 没有 小 空心 圆 的 地 图 表示 带 12( 即 
边 数 的 4 倍 ) 个 根 地 图 的 同 构 类 . 


图 6.4.2 基准 图 G3-_1-1 的 不 可 定向 根 地 图 的 同 构 类 
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图 6.4.3 ”其 他 边 数 为 3 的 基准 图 的 不 可 定向 根 地 图 的 同 构 类 


在 图 6.4.2 中 可 以 看 出 ,有 6a 十 6 十 6c+3d+le, 计 6+6+6+3+1= 22 个 在 
Si 上 ;6f+129+6h+6i 十 37 十 3K 十 31 十 3m, 计 6 十 12+6 十 6 十 3 十 3 十 3 十 3 一 42 个 
在 5; 上 ;2n+60 二 12p 二 3g 十 67 十 6s 十 3t 十 3u, 计 2 二 6 十 12 二 3 十 6 十 6 十 3 十 3 三 41 
个 在 5; 上 . 在 图 6.4.3 中 , 以 G，_2_1 为 基准 图 的 有 12a 二 6b 十 6c 十 6d, 计 30 个 
在 5; 上 ; 6e+12f+69, 计 24 个 在 S; 上 . 以 G3_。_2 为 基准 图 的 有 6h, 计 6 个 
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在 Si 上; 3i, 计 3 个 在 955 上. 以 G3-2-3 为 基准 图 的 有 67 十 6k 十 31, 计 15 个 在 
Si 上 ; 6m 十 3n 十 30, 计 12 个 在 5; 上 . 以 G3_2_4 为 基准 图 的 有 3p, 计 3 个 在 5i 
上 ; 3g, 计 3 个 在 5; 上 . 以 G3_3-1 为 基准 图 的 有 6r, 计 6 个 在 Si 上 . 以 G3_3_2 
为 基准 图 的 有 6s 十 3t, 计 9 个 在 Si 上 . 以 G3_3_3 为 基准 图 的 有 6v, 计 6 个 在 
Si 上 . 以 G3_s_4 为 基准 图 的 有 lu, 计 1 个 在 Si 上 . 

总 之 , 边 数 为 3 的 根 地 图 在 Si 上 , 有 22 二 30 十 6 十 15 十 3 十 6 十 6 十 6 二 1 二 96 
个 在 5; 上 , 有 42+24+3+12+3= 86 个 在 5S5 上 , 共有 41 个 同 构 类 . 在 所 有 不 
可 定向 曲面 上 , 边 数 为 3 的 根 地 图 共有 96 十 86 十 41 = 223 个 同 构 类 . 


6.5 普通 总 和 


考察 方程 
df _ 
ariz = 1+(1 -bs)f -crf®, (6.511) 
flz=0 = 1, 
其 中 a,b,cE Ri. 
为 便于 推演 , 采用 方程 (6.5.1) 的 第 一 式 的 等 价 形式 
f=1+brf tor terf*. (6.5.2) 

由 方程 式 (6.5.2), 对 于 整数 n > 0, 有 


Wf = a + olefla + ale? SL], + elef 9], 


2 ey (6.5.3) 
fla tal] +eUaj no 
因为 FE =[f]n=627, 
d n—l 
(8), ,= 0 DB, fh = 


由 式 (6.5.3), 可 得 
如 :两 二 五 (6.5.4) 
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zl: 及 =bF+0+c 本 = Ff=bte, (6.5.5) 
对 于 n>2， 
nm， 而 一 of 2 
mm Fs =bfln a ta], ,+ olf) 
nl 
=bFn 1+a(n—1)F ite) FF 
i=0 
n—l 
= =(an-atb)h, 1 十 c》 FF (6.5.6) 
i=0 
引 理 6.5.1 对 于 任何 整数 n> 0， 
1 (n=0) 
b+c (n=1) 


4 = 及 ERR+. (6.5.7) 
(on 一 a+b) 玉 -+ey FF: (n>2) 
i=0 


证 明 易 知 有 =1, 所 ==b+cE 凡 |. 对 于 整数 n>2, 由 归纳 假设 玉 E 入 + 
(0<ig<n 一 1), 则 由 式 (6.5.7) 得 FF € 入 + 口 

这 个 引 理 启示 我 们 , 由 式 (6.5.7) 确定 的 函数 fe 及 +{z}. 

定理 6.5.1 方程 式 (6.5.1) 在 RR{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 在 式 (6.5.4) 中 , 因为 Fo = 1 就 是 方程 式 (6.5.1) 的 始 条 件 , 由 式 (6.5.7) 
确定 的 函数 fe RR4{z} C R{z} 可 知 , 这 个 函数 是 方程 式 (6.5.2) 的 解 , 从 而 是 方 
程式 (6.5.1) 的 一 个 解 . 

进而 , 由 式 (6.5.7) 确定 的 函数 f 对 于 初 值 FE 的 唯一 性 可 知 , f 是 方程 式 


(6.5.1) 仅 有 的 解 . 口 
因为 瑟 (n > 2) 是 一 个 正 项 有 限 和 , 式 (6.5.7) 所 确定 的 函数 f 本 身 就 是 一 
个 有 限 正 项 和 表示 . 口 


例 6.5.1 在 方程 式 (6.5.1) 中 , 当 a= 4, 5 = 2, c= 1 时 , 就 得 到 文献 [62]( 定 
理 9.7，213 页 ) 中 的 方程 
4 和 = 一 1+(1 一 2z)j 一 z 户 ， 
fo=flz=0=1. 


例 6.5.2 从 方程 式 (6.3.1) 与 方程 式 (6.4.1) 的 和 , 可 直接 导出 方程 式 (6.5.8). 
实际 上 , 从 式 (6.3.10) 与 式 (6.4.9) 的 和 也 可 导出 方程 式 (6.5.8) 的 解 . 


(6.5.8) 
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6.6 ”球面 三 角 化 四 色 和 


讨论 下 面 二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问 题 : 


df\ df 
2z+5f—3zo— )—5 = 48z, 
( 1 de (6.6.1) 
fl:=0 = 0, pi |. 


为 了 便于 在 整 域 扩张 尽 {y} 上 讨论 , 等 价 地 将 方程 式 (6.6.1) 变换 为 确定 
{= 7 | 整数 n>0} 的 方程 组 . 记 


df 


s=2z+5f—3z——, Sn =O"s, 
5 (6.6.2) 
”=f, Fr=00p 
其 中 整数 n > 0. 从 而 , 有 
5Fo, n=0, 
Sn=4 2(1+F), n=1, 
(6.6.3) 
(5—3n)F,,， n>2, 
F” = (n+2)(n+1)F,+2. 
进一步 , 对 于 整数 n> 0, 令 
A = DS (6.6.4) 
=0 
在 式 (6.6.2)~ 式 (6.6.4) 的 基础 上 , 从 方程 式 (6.6.1), 即 可 得 
20: 4o=SoF =0 (用 So=5F,,F =2F,) 1 


= Ao= (5F0)(2F2). 


由 方程 式 (6.6.1) 的 始 条 件 Fo = 0, 可 知 等 式 Ao = 0 成 立 . 
财 于 和 证 = 1 


zl:A1= SoPY+SiFY (用 50=0, FY =6F,) 
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> Ai=SiFY (用 Si=2(1+F), FY =2F), 
=> A=2(1+F)2F. (6.6.6) 
由 方程 式 (6.6.1) 的 始 条 件 =0 得 , 当 Fa = 12 时 , 等 式 Al: = 48 成 立 . 
对 于 帮 二 2 
z2: As=SoFY+S1F!+S2Fy (用 So=0, R=0) 
沪 A2=2(6F3)+S2Fy (用 S,=(5-6)F;, FY =2F,) 
=> As=12Fs—F(2F;). (6.6.7) 
因为 A; = 48 成 立 的 条 件 是 Fa = 12, 所 以 只 能 当 所 =2F2 = 24 时 , 等 式 As =0 
成 立 . 
对 于 mn= 3， 
23: 4s=50 玫 +9 玫 +S 玫 +ssF (用 So=0,S =2) 
=> As=2(12Fs)+52(6Fs)+S3(2F2) (用 $2=—F,, Ss=—4F;) 
=> As=2(12F)— Fa(6Fs)—4F;(2F;). (6.6.8) 
因为 As = 0 成立 的 条 件 是 请 = 24, 所 以 只 能 当 F = 6 十 8F2 = 168 时 , 等 式 
4;3 二 0 成 立 . 
一 般 地 , 对 于 n> 4, 因为 50=0, S51 = 2, 以 及 FY | = (n+1)nFnr, 


2 :An=2(ntl)nFant+ ,SP 


i=2 


家 
=2(n+l)nFa— ) (3-5)FP 


eg 


=2(n+ nF — (3i—5)(n—it+2)(n—itl)RF -ir (6.6.9) 
i=2 
所 以 只 有 当 


Fnt1= 有 D3i-5)(n-it2) (nitl)FF,-it2 (6.6.10) 


i=2 
时 , 才能 使 得 Au = 0 成 立 . 
定理 6.6.1 方程 式 (6.6.1) 有 解 , 当 且 仅 当 关于 {也 , |n > 0} 的 方程 组 
0 %= 人 0 
An=4 48, n=1, (6.6.11) 


0， nz2 
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在 瑟 =0 和 五 =0 的 条 件 下 有 解 , 其 中 A 由 式 (6.6.9) 给 出 . 

证 明 从 式 (6.6.5)~ 式 (6.6.10) 的 过 程 可 以 看 出 , 只 要 方程 式 (6.6.1) 有 解 ， 
就 可 导出 方程 组 式 (6.6.11) 的 一 组 解 . 反之 , 由 方程 组 式 (6.6.11) 的 一 组 解 , 从 式 
(6.6.7)~ 式 (6.6.10), 即 可 导出 方程 式 (6.6.1) 的 一 个 解 . 口 

引 理 6.6.1 在 方程 组 式 (6.6.11) 的 解 中 , 对 任何 整数 n 之 0, 都 有 及, > 0. 

证 明 在 式 (6.6.5)~ 式 (6.6.8) 的 讨论 中 , 因为 加 = 下 =0, Fz=12, Fs=24, 
琴 = 168, 故 对 于 n < 4 引 理 成 立 . 对 于 n >>5, 由 式 (6.6.10), 因为 (3i 一 5)(n 一 i 十 
2)(n 一 i+1)>0 (2<ign), 所 以 F >0. 从 而 , 引 理 得 证 . 口 

定理 6.6.2 方程 式 (6.6.1) 在 有 Ri{z} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 

证 明 由 定理 6.6.1 和 引 理 6.6.1, 考虑 到 从 式 (6.6.5)~ 式 (6.6.10) 过 程 的 唯 
一 性 , 即 可 得 欲 证 的 结论 . oO 

进而 , 还 可 以 将 方程 式 (6.6.1) 的 解 表示 为 正 项 和 的 形式 . 

定理 6.6.3 方程 式 (6.6.1) 的 解 有 如 下 正 项 和 的 形式 : 


0, n=0,1, 
12， n=2, 
F124 n=3, (6.6.12) 
168, n=4, 
n—l 。 。 
(3i—5)(n—i+1)(n—i) 
DD n>5. 
证 明 由 方程 式 (6.6.1) 的 始 条 件 , 再 用 式 (6.6.6)~ 式 (6.6.10), 即 可 得 式 
(6.6.12). 口 


下 面 给 出 应 用 方程 式 (6.6.1) 的 一 个 实例 . 


例 6.6.1 球面 三 角 化 根 同 构 类 上 4- 色 和 ， 在 [103] 中 , 已 经 证 明 方程 式 
(6.6.1) 的 解 瓦 (n > 0) 使 得 
h=) Fnt22" 
n>1 


为 平面 不 可 分 离 根 三 角 化 的 4- 色 和 函数 , 即 有 H, = 0?h = 下 ,2 (> 1), 即 球面 上 
2n 个 面 不 可 分 离 三 角 化 所 有 根 同 构 类 用 4 种 颜色 着 染 方式 的 总 和 数 . 
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引 理 6.6.2 在 方程 组 式 (6.6.11) 中 , 对 任何 整数 n > 4， 
2(n 十 Dn| yi —5)(n—it+2)(n—itl Rh, 2. (6.6.13) 
i=2 
证 明 由 式 (6.6.12), 可 得 
2(n+l1)nFnt = D3 —5)(n—i+2)(n—it+l1)FF,it2. 
i=2 
由 于 及 +1 是 球面 上 2n 十 2 个 面 不 可 分 离 三 角 化 所 有 根 同 构 类 用 4- 染 色 方 式 的 
总 和 数 (一 个 整数 ), 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
还 应 该 用 式 (6.6.12) 直接 证 明 , 这 要 比 上 面 的 证 明 复杂 得 多 . 
定理 6.6.4 在 式 (6.6.12) 所 确定 方程 式 (6.6.1) 的 解 中 , 对 于 任何 整数 n> 2， 
有 及 <2Z+, 即 到 为 非 负 整数 . 
证 明 由 引 理 6.6.2 直接 导出 . 口 


在 图 6.6.1 中 , 给 出 了 名 = 及 和 Hs = 的 4- 色 和 的 意义 . 例如 , a 显 
示 2 个 面 平面 不 可 分 离 根 三 角 化 只 有 1 个 根 同 构 类 . 它 的 色 多 项 式 为 P(a) = 
入 (和 一 1)( 和 一 2). 当 入 =4 时 , P(a)|,-4 =4x3x2=24. 这 就 是 Hi = 局 二 24. 由 
b 和 c 可 以 看 出 4 个 面 不 可 分 离 根 三 角 化 有 4 个 根 同 构 类 . 从 而 
H2 = Fa = 1P(b)|s=4+3P(c)|s=4 
一 A(A 一 1)( 入 一 2)( 和 一 3)|=4 十 3A(A 一 1)( 入 一 2)?|\=4 
=24+3x12x2?=7x24= 168. 


a b c 


图 6.6.1 球面 三 角 化 根 同 构 类 上 4- 色 和 
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6.7 注 记 


1. 在 6.1 节 中 所 有 提 到 的 常 微分 函数 方程 , 都 可 以 通过 直接 积分 求解 . 但 多 
需要 做 十 分 繁杂 的 简化 . 如 何 通 过 参数 表示 导出 阶 数 最 低 的 常 微分 函数 方程 , 尚 
需 作 进 一 步 的 研究 . 例如 , 在 [99] 中 , 所 得 到 的 关于 平面 3- 连 通 根 地 图 (c- 网 ) 的 
结果 只 能 导致 一 个 二 阶 常 微分 方程 . 然而 , 在 [16] 中 , 却 得 到 了 一 个 一 阶 常 微分 
方程 . 

2. 在 文献 [57]( 定 理 8.5.2, 271 页 ) 中 , 通过 依 边 数 计数 不 可 定向 根 因 从 的 同 
构 类 , 给 出 了 一 阶 常 微分 方程 


dg_ 
{ 4dr? = (1—2)9—z(1+h), (6.7.1) 


glz=0 = 0, 


其 中 h 是 依 边 数 不 可 定向 根 办 从 的 计数 函数 , 由 方程 式 (6.2.1) 确定 . 不 过 要 注 
意 , h 为 方程 式 (6.2.1) 的 解 在 常数 项 中 减 1. 可 以 证 明 , 方程 式 (6.6.1) 的 解 9 就 
是 由 式 (6.2.17) 确定 的 . 

3. 考虑 由 式 (6.3.10) 确定 的 有 限 正 项 和 , 的 一 个 直接 显 式 . 

4. 在 由 式 (6.3.10) 确定 的 及 的 直接 显 式 基础 上 , 求 由 式 (6.4.9) 确定 的 已 ， 
的 直接 显 式 . 

5. 在 式 (6.3.10) 和 式 (6.4.9) 的 基础 上 , 求 由 式 (6.5.7) 确定 的 及 的 一 个 有 
限 正 项 的 直接 显 式 . 

6. 在 式 (6.6.1) 中 的 方程 , 首 见于 [103]. 不 过 , 时 至 今日 仍 没有 见 到 其 解 的 一 
个 表达 式 , 特别 是 直接 显 式 还 没有 问世 . 
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7.1 球面 四 角 化 


先 讨 论 这 样 的 一 个 函数 方程 (后 面 会 用 到 ) 
Tyf+(y—7)f -ryf* +r y=0, 
flz=y=0 =1, 


(7.1.1) 


其 中 f* = 82f. 

此 方程 可 从 文献 [49] 中 提供 的 分 解 论 的 对 偶 导出 . 或 更 简洁 地 , 参见 [57](85.4). 
不 过 要 注意 与 y 有 关 的 参数 之 间 的 差异 . 

令 五 = [fln = 名 Sf (n 之 0), 则 对 于 整数 n>0, 有 


F*=[f°]n = [02f), = [fn = RF. (7.1.2) 
为 了 方便 确定 及 (n > 0), 先 将 方程 (7.1.1) 的 第 一 式 变换 成 合适 的 等 价 形 
” 式 , 如 
Tf =7yf +yf -TYyf* +r —y 

=71yf* +y(f -zf* —1)+z?. (7.1.3) 

因为 对 于 任何 整数 nz 0， 
[fn = Snr, (7.1.4) 

i=0 


Fo-z2F—1, n=0, 


Fn ~ Ps, n> 


[f-—22f°—1), = | (7.1.5) 
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故 由 式 (7.1.3), 有 


四 


四 


四 


:72?[ 有 = [z3o 
3 = 巡 有 = = 0 
:7 [fh =zf)o+[f -zf° —1]o 
=7FoFo+(Fo—zFe —1)= 274 
全 T= > R= Fr=1, 
:22[f]2 = 7] +[f -zf — 1 
=74(2F0F) + (Fi — 722FY)= 27° 
> 2? 用 =2z5 > 及 =2c4 F?=0, 
: 72[fl3 = zf°]2 +[f —z2f" —1]2 
=74(F?+2FoF2)+(F2— 7?F2) 
一 (z +47) 二 27 
= zh=5r+3r 
= FB=5r+22’, Fy =2, 
:zfla=7 [fs+[f -zf —1] 
=7(2F1F2+2FoF)+ (Fs — 72F:) 
一 Z4(1476 十 472) 十 57 
= 7z2? 玉 =14z10 十 9z6 


= B=147+97, 有 =0. 


事实 上 , 对 任何 整数 n > 2, 都 有 


ZFn = 2 fai+ [=2 ni 


n—l 
=7) RF ith ep. 
i=0 


引 理 7.1.1 对 于 任何 整数 n > 1, 及 都 有 因子 z2. 
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(7.1.6) 


(7.1.7) 


(7.1.8) 


(7.1.9) 


(7.1.10) 


(7.1.11) 


证 明 因为 了 是 = 的 偶 函 数 , 所 有 ,不 含 z 和 z? 项 . 首先, 由 式 (7.1.7) 和 
式 (7.1.8) 知 , 五 和 F 都 有 因子 z?. 然后 , 假若 对 于 任何 2<i 和 mn 一 1 F 都 有 
因子 z2, 则 由 式 (7.1.11) 知 , F 也 有 因子 z?( 注 意 : 24|( 忆 ,1 一 2?F*_1)). 由 整数 
n 之 2 的 任意 性 , 按照 数学 归纳 法 原理 , 即 得 欲 证 的 结论 . 


口 


第 7 章 偏 微分 方程 173 
这 个 引 理 启示 我 们 , 由 式 (7.1.11), 对 于 任何 整数 n> 2, 都 有 
72 | (zl[f2]n1 + [f —22f"]n 1), (7.1.12) 


并 且 对 于 任何 n>>0, F, € R4{z}. 


引 理 7.1.2 对 任何 整数 n> 1, F 是 一 个 z 的 至 多 2n 次 多 项 式 . 


证 明 由 式 (7.1.6) 和 式 (7.1.7) 可 知 , Fo 和 五 满足 引 理 . 假若 对 于 1 < i < 
n 一 1, FR 都 是 z 的 至 多 2i 次 多 项 式 , 则 由 引 理 7.1.1, 可 知 [ 一 Zz2f*]n_1 的 次 
d([f 一 22f*]n1) <2(n 一 1) 一 2=2n 一 4. 因为 z4[f3]。_1 的 次 d(z4[f?]n-1) <4+ 
2(n 一 1) =2n 十 2, 故 由 式 (7.1.11), 有 d(F,) < d(z4[f2]n_1) -2< (2n+2)—2=2n. 
从 而 , 基于 数学 归纳 法 原理 , 引 理 得 证 . 口 


引 理 7.1.3 对 任何 整数 n> 1, F 没有 z 的 奇 次 寡 项 . 


证 明 从 引 理 7.1.2 的 证 明 过 程 中 , 可 以 看 出 随 着 n 从 1 起 , 每 增加 1, 多 项 
式 及 的 次 都 增加 2 且 下 没有 奇 次 寡 项 . 从 而 , 归纳 过 程 使 得 在 及 中 不 可 能 出 
现 奇 次 宕 项 . 口 
由 上 面 三 个 引 理 及 其 证 明 过 程 , 我 们 将 及 表示 为 如 下 形式 : 


2n n 
F, = 2 Bn = Fwndm (n>1); (7.1.13) 
m=: m=1 


21m 


其 中 Fm,n € RR+. 从 而 , 根据 


[f -22f°], = 》 Fam nz™™, (7.1.14) 


m=2 
由 式 (7.1.11), 就 有 FE R4{z}. 
定理 7.1.1 方程 式 (7.1.1) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 首先 , 由 式 (7.1.3) 与 方程 式 (7.1.1) 中 第 一 式 的 等 价 性 , 知 Fo = 1 就 是 
方程 式 (7.1.1) 的 始 条 件 . 基于 上 面 的 引 理 , 由 式 (7.1.6)、 式 (7.1.7) 和 式 (7.1.11) 
确定 的 f: 及 (mn > 0), 提供 方程 式 (7.1.1) 在 RR{z,y} 中 的 一 个 解 . 

然后 , 考虑 到 这 个 解 在 RR{z,y} 中 , 对 于 方程 式 (7.1.1) 始 条 件 的 唯一 性 , 得 
知 它 还 是 方程 式 (7.1.1) 仅 有 的 解 . 口 


下 面 讨论 及 (n > 2) 的 一 个 正 项 和 表达 式 . 
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记 BE = [P]。(n > 0). 由 式 (7.1.6) 和 式 (7.1.7), 对 于 n>2, 有 


7 一 2 
Fh SR, =2F, +272F, 1+ FF, (7.1.15) 
i=0 i=2 


用 也 表示 这 个 从 2 到 n 一 2 的 求 和 式 , 则 由 式 (7.1.13), 对 于 n>5, 有 


n-2 n-itl1/ t | 
Zn= > > (Brn) = ne, (7.1.16) 
= 


i=2 t=2 l=1 


其 中 


t min{n—2n—t+1} 
Bztn = > ( bb mperon 路 [sg 


{=1 i=2 
在 此 基础 上 , 由 式 (7.1.11), 对 于 n>5, 有 


Fn_i1—22F*_) 


F, =7?(2(Fn 47-2)+ Dr) + (7.1.18) 
同时 , 由 式 (7.1.14), 有 

Fi1— 22F* := 

Se = Dm n-12 一 》 Frn),n-12”; (7.1.19) 


l=1 


由 式 (7.1.13), 有 


272(Fn_1+ 722F,_2) = 2(Fanie +》 (Po-bn-a 十 Pran-aa] 
1=3 


=2F2n_i74++ D2 vn + Fat_2),n_2)7™; (7.1.20) 
二 


由 式 (7.1.16), 有 


n—2 


TD = 0) Don-17™ = Baten) nT (7.1.21) 
= 


t=2 


定理 7.1.2 令 方 程式 (7.1.1) 的 解 为 f= jauad, 由 Qn = O07foavaa € R+{z} 
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( 作 >0) 确定 , 则 


1, n=0, 
es n=1, 
2 = 
Qn = 5z6+272， 和 (7.1.22) 
14z8 十 9z4， n=4, 
bp Qam.nT*™", n>5, 
m=1 
其 中 
Qan-l m= 1, 
Qen-1+2F2n-i, m=2, 
Qamn = 2(Q2(m-1),n-1+ Qa(m-2),n-2) + Qa(m+l),n-1 
+B2(m—1),n-1, 3<ms<n-?2, 
2(Qatn-2)n-1+ Qatn-3)n-2)+ Bn nl, m=n—l, 
2(Q2(n—D)n1 + Q2n-2),n-2), m=n, 
(7.1.23) 


52 由 式 (7.1.17) 确定 . 
证 明 将 式 (7.1.19) ~ 式 (7.1.21) 代入 到 式 (7.1.18) 中 , 即 可 得 定理 . 口 


引 理 7.1.4 对 于 任何 整数 n> 0, 都 有 


Q2n =0, n=0(mod 2), 
Qan=0, n=1(mod 2). 


证 明 对 n<4, 从 式 (7.1.22) 可 以 看 出 引 理 的 结论 成 立 . 对 n> 5, 假设 对 任 
何 整 数 i < n 一 1, 引 理 的 结论 成 立 . 当 n 是 偶数 时 , 因为 n 一 1 是 奇数 , 由 假设 条 
件 , 知 Qan-_1 =0. 由 式 (7.1.22), 知 Q2.n = Qan-1 =0. 当 n 是 奇数 时 , 因为 n 一 1 
是 偶数 , 由 假设 条 件 , 知 @4.n_1 = 0. 从 而 , 根据 归纳 法 原理 , 引 理 得 证 . 口 


引 理 7.1.5 对 于 任何 整数 "> 1 都 有 Q2(n-1,n =(0. 
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证 明 当 1 和 nm 入 5 时 ,从 式 (7.1.19) 可 以 看 出 引 理 的 结论 成 立 . 当 n > 6 时 ， 
假设 对 于 i< n 一 1, 都 有 Fz(i_1),i 二 0. 由 式 (7.1.23), 知 


Q2(n—)n = 2(Q2(n-2),n-1+ Q2(n-3),n-2) + B2(n-1),n-1. 


由 假设 条 件 , 知 Q2(n-_2),n-1 =0, Q2(n-a)n-2 = 0. 由 式 (7.1.17), 当 t=n 一 1 时 ， 


nm-1 /min{n—3,2} 
Ba(n-1),n-1 = > ( > QuiQs-ne) 
1=1 i=2 
n—l 


= > (esoe ss (由 Q@z(n-_2)n-3 二 0)， 


l=1 


=0. 


从 而 , 由 归纳 法 原理 , 引 理 得 证 . 口 


推论 7.1.1 对 于 整数 n> 5, 由 式 (7.1.22) 和 式 (7.1.23) 所 确定 的 序列 
{Qn| n> 1} 满足 组 合 恒等式 : 


mn_1 /min{n—3,2} 
Q2(n-2),n-1 + Qan-3)n-2+ D>, ( 可 ouow-an- =0. (7.1.24) 


{=1 i=2 


证 明 由 定理 7.1.2 和 引 理 7.1.5 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


例 7.1.1 平面 根 近 四 角 化 的 同 构 分 类 . 在 图 7.1.1 中 , 给 出 了 球面 上 近 四 角 
化 的 以 边 数 和 根 面 次 为 参数 的 根 同 构 类 . 边 数 为 0, 1 和 2 的 情形 与 树 无 异 , 分 别 
如 图 3.1.3 中 的 Zou Za 和 Lz 所 示 . 由 Za 和 La,2 也 可 以 看 出 边 数 为 3、 根 面 
次 为 6 的 平面 根 近 四 角 化 有 3Za: 十 27az, 计 5 个 同 构 类 . 由 4P4l 十 8L43 十 2743 
可 以 看 出 边 数 为 4、 根 面 次 为 8 的 平面 根 近 四 角 化 有 14 个 同 构 类 . 它们 对 Qs 和 
Qa 的 贡献 分 别 为 5zs 和 14z8. 


o 
o o DD o | 
o 
oo oo0 
a b c a 


图 7.1.1 边 数 为 3 ~ 4 球面 根 近 四 角 化 的 同 构 类 
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从 图 7.1.1 中 的 a 知 , 边 数 为 3、 根 面 次 为 2 的 平面 根 近 四 角 化 有 2a, 计 2 
个 同 构 类 , 对 Qs 的 贡献 为 2z?. 从 六 c 和 d 知 , 边 数 为 4、 根 面 次 为 4 的 平面 根 
近 四 角 化 有 4 二 4c+2d, 计 9 个 同 构 类 , 对 Q4 的 贡献 为 9z4. 

综合 上 面 的 两 个 部 分 , 就 有 Qs = 5z6 + 2z2, Q4 = 14z8 + 9z4. 从 中 还 可 以 看 
出 引 理 7.1.4 和 引 理 7.1.5 的 效力 . 


例 7.1.2 在 [57](85.4) 中 ,给 出 的 方程 是 


4 f2 _ | 
| +(1-za)j+zz -22f* -1=0, a 


fls=y=0=1, 
其 中 f* = 02f. 
对 这 个 方程 要 注意 , 在 论证 适 定性 时 , [fj, = 99f (n> 0) 不 是 z 的 多 项 式 ， 
而 是 一 个 无 穷 级 数 , 给 确定 f 带 来 了 一 些 麻烦 . 不 过 可 以 通过 限制 y 的 睾 由 小 到 
大 一 步 一 步 地 进行 . 
例 7.1.3 在 [7] 中 , 还 给 出 了 三 变 元 函数 的 方程 


a 2—_ rz2yf*—y= 
i +(y-2)f+2 zy" y=0, i 


f lemy=s=0 = 1, 
其 中 f* = 2f. 
对 这 个 方程 要 注意 , 在 论证 适 定性 时 , 用 [有 ,= 83847 (s,t 之 0) 确定 f 就 可 
以 了 . 
例 7.1.4 在 球面 上 的 欠 -1 面 近 四 角 化 . 考虑 方程 


3 


2y 
zz(*le=: — 79) +yfi.>3, (7.1.27) 


flzs=:=y=0 = 0, 


其 中 g = g(z,y) 是 方程 式 (7.1.1) 的 解 , fi,>3 是 将 函数 了 删 去 z 的 低 于 3 次 宕 的 
项 后 所 剩余 的 部 分 . 

因为 下 面 要 利用 式 (7.1.27), 还 是 仔细 地 论证 这 个 方程 的 适 定性 , 以 及 其 求解 
的 过 程 . 先 将 方程 式 (7.1.27) 变换 成 一 种 利于 演算 的 等 价 形式 : 


| (7? -27yg—y)f = 


f=27 yfonaf + (sfonale=s Tfonn) + yfiszs (7.1.28) 


其 中 fowa ([fonqjn 二 8fona 二 Qn,n 之 0) 为 方程 式 (7.1.1) 的 解 ,已 经 由 式 (7.1.22) 
和 式 (7.1.23) 给 出 . 
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由 式 (7.1.28), 对 于 及 , = [fj (n > 0), 可 得 
如 : [fjo =0 (因为 右 端 有 因子 y ) 
Es =0, [fonaflo =0, [fi.>3Jo = 0, (7.1.29) 
匈 : [用 = femle=: — Zfonalo 
on (elf —Z[fonalo) 


= 2;(:Qole-: —zQo) 


> R=22, onafh =2z, [fss]i=0, (7.1.30) 
妇 : [月 := 和 二 [zfonele= — ZTfonali 
= 27°(zz) 二 CQ) |z=z — TQ1), 


= 2 a 风光 
= 求 =3z3z 十 z2z2 十 zz3， 
[fonaf]2 = 4z3z 十 z2z2 下 [fi.>3]2 = (7.1.31) 
:fl3 = 27°[fonaf]2 [zfonglz= a 
一 272(4z3z 十 72z 2 28) (Qale=: 一 7ZQ2) 
全 ”及 =9z5z 十 474z2 十 47323 十 27224 十 27z5， (7.1.32) 
以 及 对 于 任何 n 之 4， 


": [fln = 2 [fonaf]n— 中 [efomlee 2 —Tfona)n-1+7 [fi,>3)n-1 


2(n—1) 2n—3 


> -TQ i 3 oi( 六 Qnniz™it!) 
i=0 m(1,j—1) 
2n—5 
+ Ds"Omt2p, 1. (7.1.33) 
m=2 


引 理 7.1.6 对 于 任何 n>1, 在 了 R;{z,z} 中 , 无 论 关 于 z 或 y 都 是 一 个 
最 小 次 不 低 于 1 的 至 多 2n 一 1 次 多 项 式 . 


证 明 参见 引 理 7.1.1~ 引 理 7.1.3. 口 
基于 这 个 引 理 , 对 于 任何 n > 1, 存在 Fe RR;, 使 得 


2n 一 1 


Bs DW < FnT’ = ;3 (7.1.34) 


1gst<2n—1 


第 7 章 偏 微分 方程 179 


定理 7.1.3 令 万 si 为 方程 式 (7.1.27) 的 解 , 则 对 于 任何 n>0, [juisi]= 已 ， 
使 得 


2(n—1) 2n—5 
Re on n+ > him 十 De™ Pntan-1 (7.1.35) 

m=2 

其 中 
2n—3 
Aini= DD) Qnniz™ itl (1gj<2(n—1)). (7.1.36) 
m=(1,j—1) 

证 明 在 式 (7.1.34) 的 基础 上 , 参见 定理 7.1.1 和 定理 7.1.2. 口 


在 图 7.1.2 中 , a 给 出 球面 上 一 条 边 欠 -1 面 近 四 角 化 的 根 同 构 类 zz, 即 由 
式 (7.1.30) 得 到 所 = zz;b 与 c 给 出 球面 上 两 条 边 欠 -1 面 近 四 角 化 的 根 同 构 类 
3z3z 十 zz3(b) 十 z2z2(c) = 3z3z 十 z2z2 十 7Zz3 = 及, 如 式 (7.1.31) 所 示 . 

同样 , 在 图 7.1.3 中 , 给 出 球面 上 三 条 边 欠 -1 面 近 四 角 化 的 根 同 构 类 


5 


图 7.1.2 边 数 为 1 ~ 2、 球 面 欠 -1 面 近 四 角 化 的 根 同 构 类 


DA 
ld 


图 7.1.3 边 数 为 3、 球 面 欠 -1 et 
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2zz(a) + zz(b) 十 z3z3(c) 十 5z5z 十 zz5(d) 十 5z5z 十 zz5(e) 
十 3z3z3() 十 4z4z2 十 2z2z4(9) 
一 10z5z 十 4r4z2 十 4r3z3 十 2r2z4 十 2zz5 二 3zz 一 及 
如 式 (7.1.32) 所 示 . 


7.2 ”射影 面 四 角 化 


在 [7](§4.5) 中 , 给 出 了 方程 组 


of 
4 (| 
+) 
T2—y—27yf 
f= ry + yy 
T2—Yy 


， 


(7.2.1) 


flz=y=0 =1,， glz=v=0 =0, 
其 中 f* = 82f, g* = 02g. 
在 这 个 方程 中 , 虽然 有 关于 f 的 微分 函数 , 但 因为 它 的 第 二 个 方程 可 以 独立 
地 求解 , 并 且 这 个 解 已 经 在 7.1 节 中 给 出 , 故 这 个 微分 函数 可 以 视 为 已 知 . 
事实 上 , f= 如 auaa 由 式 (7.1.22) 中 的 Qn = 87 fauad (n >0) 确定 . 
由 此 , 对 于 整数 n> 0, 有 


2n 
E22], = z[2]. = = 一 bm 2mQa2m nz2m， (7.2.2) 
m=1 
这 样 , 方程 组 式 (7.2.2) 就 可 等 价 地 转变 为 


sy(/ +r9l) 一 yz2g* 
由 (7.2.3) 
9|==v=o=0， 
其 中 了 = Hauaa 已 经 在 7.1 节 中 给 出 , g* = 829. 
为 方便 利用 , 将 方程 组 (7.2.3) 的 第 一 式 转换 为 如 下 形式 : 


of 
让 | 4 
Tg=7 y(f+z) Z 49 十 19 十 27 yfg 
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9 * 
=z%(1-1 +zf) +y(9 -29°) +22"yfg, 


因为 ju= Go= 1， 9 = 0, 故 对 于 > 0, 有 
[rz A] = [fjo +zd -oo+zqee 1 
从 而 
ory _ | 1 n=0, 
[eal, -| Qe, ni 
dz 
= 加 ,=279g, 则 由 [gjo =0, 得 [g*Jo =0. 从 而 ,有 
0, =0, 
[一 z?g"]。= 
加 ,一 z2?[g"]。， n>1, 


[fgln = > QiG。 (n>0). 
i=0 
在 式 (7.2.4) ~ 式 (7.2.7) 的 基础 上 , 可 得 
: zglo= 7 b @ + FH)], +[y(g—z*g')]o+2z[yfg]o=0 
= Go=0, G;=0, 
y :zg = “|i+zo | +[g 一 z?g"]o+2z*[fglo 


=z(@o+zgSee)+(Go-z2Gi)+2ztgoGo 
三 区 
sl 
yy: zlg]2 = 2 [r+], +[g—z*g"Jo+2z’[fgli 


=z(@， +z5t) +(G —22G1)+27(QoG1 + Q1G0) 
一 Z4(z2 十 2r2) 十 278 
= 

和 


:Tg = zz/ +z2]， +[g—2*g"]2+27"[fg]2 
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(7.2.4) 


(7.2.5) 


(7.2.6) 


(7.2.7) 


(7.2.8) 


(7.2.9) 


(7.2.10) 
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= (Qs +2) + (G2 -#63)+25(Q0G2+ QiG1+ QsG0) 


一 Z4(2z4 二 8c4) 十 5z4 十 274(5c4 十 Z4) 


一 5c4 十 22z8 
= G3=5r2?+227°, G; =5. (7.2.11) 
事实 上 , 对 于 任何 整数 n> 1, 都 有 


en- +) 


如 一 人 
22Gn =z(Q。 :+z +(Gn-1—22G; 1)+27 QiGn ii 
i-0 


(7.2.12) 

引 理 7.2.1 对 任何 整数 n> 1, G, 没有 z 的 奇 次 宕 项 . 
证 明 由 式 (7.2.9) ~ 式 (7.2.11), 可 见 G1, G2。 和 G3 都 没有 奇 次 寡 项 . 进而 ， 
对 于 整数 n > 3, 假设 G; (1 < i< n 一 1) 都 没有 奇 次 宕 项 . 因为 两 个 无 奇 次 寡 项 函 


数 的 乘积 不 会 有 奇 次 寡 项 目 = 二 + 也 没有 奇 次 短 项 , 由 归纳 假设 和 式 (7.2.12)， 
可 知 Gn 没有 z 的 奇 次 竹 项 . 口 


引 理 7.2.2 对 任何 整数 n> 1 z 在 Gn 中 的 最 小 次 不 低 于 2. 


证 明 由 式 (7.2.9) ~ 式 (7.2.11), 可 见 在 G1, G。 和 Gs 中 , z 的 最 小 次 都 不 
低 于 2. 进而 , 对 于 整数 n > 3 假设 在 G; (1 < i< n 一 1) 中 都 没有 z 的 低 于 2 的 
项 . 因为 C5_i = 全 Gu 由 引 理 7.2.1, 知 z4|(G。 :一 z2G5 1). 由 归纳 假设 和 式 
(7.2.12), z 在 G, 中 的 最 小 次 不 低 于 2. 口 


引 理 7.2.3 对 于 任何 整数 n > 1, G。 都 有 因子 z2. 

证 明 由 式 (7.2.9) ~ 式 (7.2.11), 可 见 G1, Gs 和 Gs 都 有 因子 z?. 进而 , 对 
于 整数 n > 3, 假设 G; (1< i<n 一 1) 都 有 因子 z?, 则 因为 G"_; = 92G。 1, 故 由 
引 理 7.2.1, 知 z4|(G 一 2?G;%_1). 由 归纳 假设 和 式 (7.2.12), 即 得 z?| Gs。 口 


引 理 7.2.4 对 任何 整数 n> 1, G 是 一 个 z 的 至 多 2n 次 多 项 式 . 


证 明 由 式 (7.2.9) ~ 式 (7.2.11), 可 见 G1, G 和 Gs 都 满足 引 理 的 结论 . 下 
面 , 假设 对 于 整数 n > 3, G; (1 < i< n 一 1) 都 满足 引 理 的 结论 , 往 证 G,, 也 满足 
引 理 的 结论 . 

对 于 z 的 任意 一 个 多 项 式 p, 记 d(p) 为 p 的 次 . 由 式 (7.2.12), 有 


d(Gn) 
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d@n-: 


-aa 人 (Qi 


-umf (@,- = de 2)+2, (Toe A + 


n—l 
=d(5 QiGn1) +2=d(Gn_1)+2=2(n—1)+2=2n. 


i-0 


从 而 , 引 理 得 证 . 口 


)+2d(Go -2G; 1) -2,d (T0610) + 
1 一 0 


定理 7.2.1 方程 式 (7.2.3) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 , 从 而 在 R{z,y} 
中 也 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 首先 , 由 式 (7.2.4) 与 方程 (7.2.3) 的 第 一 式 (从 而 方程 (7.2.1) 的 第 一 
式 、 第 二 式 ) 的 等 价 性 , 且 Go = 0( 即 式 (7.2.8) ) 就 是 方程 式 (7.2.3) 的 始 条 件 , 再 
基于 上 面 的 引 理 , 由 式 (7.2.8) ~ 式 (7.2.11) 和 式 (7.2.12) 所 确定 的 g: G, (> 0)， 
提供 方程 式 (7.2.3) 在 R{z,y} 中 的 一 个 解 . 然后 , 考虑 到 这 个 解 在 RR{z,y} 中 ， 
对 于 方程 式 (7.2.3) 始 条 件 的 唯一 性 , 得 知 它 还 是 方程 式 (7.2.3) 仅 有 的 解 . 口 


引 理 7.2.5 对 于 任何 整数 n> 1, G。 eR;{z}. 


证 明 由 式 (7.2.9) ~ 式 (7.2.11), 可 见 G1, Gs 和 Gs 都 属于 R4{z}. 下 面 
假设 对 于 整数 n>3, GieRi{z} (1 <i<n--1), 往 证 G, € Ri{z}. 

从 定理 7.1.2 可 以 导出 , 对 于 任何 整数 n> 0, @, eR+{z), 从 而 ze < 
及 ,{z}, 以 及 


i 二 1 


由 归纳 假设 , Gn_1 一 2?G;_1 E Re 


ER+{T}. 


n-l 
DQiGn ieR+fzj. 
i-0 
由 式 (7.2.12), 即 得 Ce Rf{z}. 口 
根据 引 理 7.2.2、 引 理 7.2.4 和 引 理 7.2.5, 对 于 任何 整数 nz 1, 可 记 


Gn = >》 Goim (7.2.13) 


i=1 


其 中 Gzi,， ER. 
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由 式 (7.1.22), 知 


z* (Qn ds 2) 


一 22 ( > (2m+ DQ2mn-iz2m) 
m=1 
= Tm- 1)Q2m-_2n_17™. (7.2.14) 
m=2 
因为 G* = 82G。 = Gzn (n 之 1), 所 以 
Gn_1—22G*_, = To, a “= ET (7.2.15) 


m=2 


由 式 (7.1.22) 和 式 (7.1.23), 得 


nl 
DQiGn i wh > Q2tiG2(t Dn_1 iT 
i=0 tgts(n 1 
ai 
Rn 
n-l 
= > ( b> + > )QaiGate pn-iir™ 
0 ~ octct t-(n-i-Detet 
ctsn ta mnie 
nl i 
= owiT* (Wati 将 由 式 (7.2.17) 给 出 ) 
i=0 t=0 
nl 
Von_12™, 
t=0 
其 中 
Watn-1 = Dwari, (7.2.16) 
i=t 
dD QiG2te Dini 0<t<n—i—2, 
Yas = si (7.2.17) 
>》 > QaliG2tD nl-i, nn-—i—-l<t<n-l. 
1=t—(n—i—1) 
从 而 , 有 
n 
z2[jo auaagj。 1 = >》 Wm niT™. (7.2.18) 


m=1 
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定理 7.2.2 令 方 程式 (7.2.1) 的 解 为 g= 方 auad, 由 瑟 王 有 0 方 auaaER+HfzZ} 
人 >0) 确定 , 则 


0, 和 去 及 
22, n=1, 

及 = 52%, n=2, (7.2.19) 
5z2 十 22z6， n=3, 


i 
YD Pmnrm, n>4, 


其 中 
Pn_1+20,n-1, m= 1, 
成 。 三 (2m— 1)Q2m_D)ni+ Pmn-i+2(m_1)n-1, 2<m<n-2, 
(2n.— 3)Q2(n-2),n-1 + 22a(n-2),n-1, m=n—1, 
(2n — 1)Q2(n-D),n-1+ 22(n-1),n-1, m=n. 
(7.2.20) 


证 明 当 n=0,1,2 和 3 时 , 结果 分 别 由 方程 式 (7.2.1) 的 始 条 件 、 式 
(7.2.9)、 式 (7.2.10) 和 式 (7.2.11) 给 出 . 对 于 n >4, 由 式 (7.2.12), 有 


=z2(Q。- 1 )+ 人 + a 


= Dm Vows, i mT Pre" 4D 2 ym 


m=1 m=1 


合并 同类 项 后 , 即 得 定理 . 口 


这 个 定理 提供 了 方程 式 (7.2.1) 解 的 一 个 正 项 和 表达 式 . 
例 7.2.1 从 [81] 的 结果 , 可 以 引出 方程 


zyzf?+(z—72)f+(7—z—72f°)=0, 
g=272yzfg+ 7 2— SN sa(g— T2g*)， (7.2.21) 


放 6s=I ? 2 0， 


其 中 f* = 2f,g* = 2g. 
因为 9rg (n>1) 是 zx 和 y 的 一 个 多 项 式 , 所 以 这 个 带 一 个 偏 微 分 的 方程 组 
的 适 定性 , 以 及 解 的 正 项 和 表达 式 , 都 可 用 本 节 的 方法 得 到 . 然而 , 文章 [81] 用 反 
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演 法 导出 解 的 显 式 比 基 于 本 节 的 要 简单 得 多 . 由 此 可 见 , 本 节 的 结果 有 待 进一步 
简化 . 


例 7.2.2 考虑 如 下 的 方程 : 
zy(f + ) -zy*(1+9°) 
0 72—y—271yf 


_ ziyf*— zyf "+r —y (7.2.22) 
f YY rt 
flz=y=0 =1, glz=y=0 =0, 
其 中 f* = 02f, g* = 04g. 
这 个 方程 的 适 定 性 也 可 采用 本 节 的 结果 导出 . 


引 理 7.2.6 对 于 任何 整数 n>0, 都 有 
Pn=0,， n=0(mod 2), 
| Pi=0，m= 三 1(mod 2). 
证 明 与 引 理 7.1.4 的 证 明 相 仿 , 利用 式 (7.2.12) 归纳 地 进行 . 口 


引 理 7.2.7 对 于 任何 整数 n>1, 都 有 PB(n_1),n = 0. 
证 明 与 引 理 7.1.5 的 证 明 相仿 , 利用 式 (7.2.12) 归纳 地 进行 . 口 


引 理 7.2.8 对 于 任何 整数 n> 1, 在 式 (7.2.20) 中 , 总 有 Pin = 到。+1. 


证 明 在 引 理 7.2.6 和 引 理 7.2.7 的 基础 上 , 利用 式 (7.2.12) 归纳 地 进行 , 或 
用 式 (7.2.20) 直接 计算 . 口 


通过 引 理 7.2.8, 可 以 直接 导出 方程 式 (7.2.22) 与 方程 式 (7.2.1) 等 价 . 


例 7.2.3 射影 面 上 近 四 角 化 的 根 同 构 分 类 . 方程 式 (7.2.1) 的 解 9 = 户 uaa 
提供 了 射影 面 上 根 近 四 角 化 以 边 数 和 根 面 次 为 参数 的 同 构 分 类 .在 图 7.2.1 
中 , 给 出 了 边 数 从 1 到 3 的 射影 面 上 近 四 角 化 的 根 同 构 分 类 . 例如 , 1a 表示 
射影 面 上 边 数 为 1 的 近 四 角 化 只 有 一 个 根 同 构 类 , 它 的 根 面 次 为 2 这 就 是 
已 = z?. 边 数 为 2 的 近 四 角 化 在 射影 面 上 有 4b 十 1c, 即 4+1= 5 个 根 同 构 类 . 
因为 它们 的 根 面 次 都 是 4, 故 有 到 = (4+1l)zs = 5z4. 边 数 为 3 的 根 近 四 角 化 
在 射影 面 上 有 2d 十 2e 十 1f, 即 2+2+1= 5 个 同 构 类 , 它们 的 根 面 次 都 是 2; 有 
6g 二 3h 二 6i 十 6j 十 lk, 即 3x6+3+1= 22 个 同 构 类 . 它们 的 根 面 次 都 是 6. 从 而 ， 
Ps = 5z2 十 22z6. 
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图 7.2.1 边 数 为 1 ~ 3 的 射影 面 根 近 四 角 化 的 同 构 类 


7.3” 环 面 四 角 化 


考虑 关于 f, 9 和 hh 的 带 有 一 个 偏 微 分 的 方程 组 : 
=72(1— 27°yh)f —Yfi.>4, 


(Ee)| - 


ZT32y62,z(uh|z=u) = (7? —27yh)g — ygis>3, 


Tyh?+(y— 7 )h— ryh2,+r—y= 0, 


flz=y=0 =0,， glz=:=y=0 =1,， hls=y=0= 1, 
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(7.3.1) 
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其 中 三 .>4 和 gi,>s 分 别 为 从 函数 f 和 9 中 删 去 z 的 寡 不 超过 4 和 3 的 项 的 剩 
余部 分 . 

因为 方程 组 (7.3.1) 中 的 第 二 式 和 第 三 式 与 方程 组 (7.1.27) 等 价 , 它们 的 解 为 
9 = fnist 和 及 == foawaas 分 别 由 式 (7.1.2)~ 式 (7.1.4) 和 式 (7.1.35)~ 式 (7.1.36) 
给 出 , 只 需 考虑 方程 组 (7.3.1) 中 的 第 一 式 . 为 方便 , 还 是 将 它 转变 为 合适 的 等 价 
形式 : 


0 局 
7 =z2y(z 弄 )| ,+2 yhf + yf 
ja 
= (2 et)| tryfoanaf tz vfs (123.2) 


令 了 由 [fjn6?f = FF (n 之 0) 确定 .在 式 (7.3.2) 的 基础 上 , 因为 y 是 右 端 的 
一 个 因子 , 所 以 有 
1: [fo=0 = Fo=0, Foli.>4=0. (7.3.3) 


这 就 是 方程 组 (7.3.1) 的 始 条 件 : f|s=y=0 = 0. 
对 于 任何 整数 n> 1, 有 


sd 


2 +27? [fo-auaaf]n-1 + 7272 [fi,>4]n-1 


> -+(9)| 


n—l 
,+2 RQ-ito ?Fail (7.3.4) 
i=0 
在 此 基础 上 , 运用 定理 7.1.1 和 定理 7.1.3, 即 可 得 
00. 2 
=7 2(z 0 BF )| +2z2@om+z 2Foli,>4 
=z?(0)+2z?(0)+z (0)=0 = Fli>4=0, (7.3.5) 
80 
=7? (如 ) 限 +22°(QoF + QiFo) + 2 Fl.» 
=22(2)+22°(0)+2 (0)=2 = Fli>4=2,, (7.3.6) 
00. 
Fa=2? (: 恕 ) 全 +27*(QoF2 + QiF + Q2Fo) + 7 ?Fli,>4 
一 Z2(8z4) 十 2z2(z4) +z-2(z4) = z2 十 10z6 SS Fsli>4=10z5, (7.3.7) 
O03 
R=7()|, 
一 Z2(10z6 十 8z6 十 1276 十 8z6 十 10z6 十 3z2?) 十 2z2(z2 十 10z6) 十 z-2(10z5) 
= (48z8 十 3z4) 十 (20z8 十 2z4)+10z4 > Fy=15z4+68z8 (7.3.8) 


通过 对 于 至 多 4 条 楼 的 球面 近 四 角 化 按 根 同 构 分 类 验算 , 得 知 这 与 式 (7.3.5)~ 式 
(7.3.8) 的 结果 一 致 . 


_, +27°(QoFs + QF + QP + QeFo) +r ?Fslis>4 
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引 理 7.3.1 对 于 任何 整数 n>1, F 是 RR4[z] 上 的 一 个 常数 项 为 0 无 z 奇 
次 项 的 2n 次 多 项 式 . 


证 明 从 式 (7.3.5) ~ 式 (7.3.8) 可 以 看 出 , 结论 对 于 1 < n < 4 成 立 . 对 于 
n> 5, 假设 对 于 任何 i < n 一 1, F; 都 是 一 个 常数 项 为 0、 无 z 奇 次 项 的 2i 次 多 
项 式 , 往 证 ;= m 时 的 情形 . 因为 式 (7.3.5) 中 的 O。 和 Q@， 都 是 及 +[z] 上 的 一 个 
常数 项 为 0、 无 z 奇 次 项 的 2n 次 多 项 式 , 由 归纳 假设 , 以 及 在 及 -ili。>s 中 至 
少 为 4 次 , 即 可 导出 及 是 尺 + 加 ] 上 的 一 个 常数 项 为 0、 无 z 奇 次 项 的 2n 次 多 
项 式 . 口 


根据 这 个 引 理 , 可 以 将 E, (n > 1) 表示 成 如 下 形式 : 


及 = 》 Bonnzim (BmnER+). (7.3.9) 
m=1 
从 而 , 有 
n n—l 
TFnli>4 = > Bamnz2m = > Byine™, (7.3.10) 
m=2 m=1 
由 式 (7.3.4), 知 
80,. n-—l n—2 
= sl 2 2m 
P=2( Be ) st2r LR-it Y Brinis (7.3.11) 


定理 7.3.1 偏 微分 方程 组 (7.3.1) 在 及 + {fz,y} 中 有 且 仅 有 一 组 解 . 


证 明 因为 由 式 (7.3.11) 确定 的 函数 满足 方程 式 (7.3.2), 从 等 价 性 可 知 这 个 
函数 就 是 方程 式 (7.3.1) 的 一 个 解 . 
进而 , 从 式 (7.3.11) 在 尺 +[z] 中 求 及 过 程 的 唯一 性 , 知 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


基于 这 个 定理 , 令 方程 组 式 (7.3.1) 的 解 为 了 = 户 -q, 9 = fera 和 hh = ja， 
则 对 于 任何 整数 n > 0, 有 


Ofing=Fn, fraq=On, Ofong= Qn, (7.3.12) 
分 别 由 式 (7.3.11)、 定 理 7.1.3 和 定理 7.1.1 确定 . 


定理 7.3.2 在 偏 微分 方程 组 式 (7.3.1) 的 解 中 , 记 如 天.wq = Tri, 则 对 于 任何 
整数 n> 1, T, 有 如 下 正 项 有 限 和 表达 式 : 


80, n-l1 n-2 
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其 中 


Tmntin-1=0"T 1 (1 Smsn-1). 


证 明 从 定理 7.3.1 知 , 对 于 任何 整数 n> 1, mr = 及 . 由 式 (7.3.11), 即 可 得 
欲 证 的 结论 . 口 

例 7.3.1 在 环 面 上 近 四 角 化 的 根 同 构 类 . 图 7.3.1 显示 了 3 条 棱 近 四 角 化 
的 根 同 构 类 : la = z? 和 6b+3c 二 1d = 10z5, 即 Ts = z2 十 10zs( 玉 ), 与 式 (7.3.7) 
一 致 . 这 些 均 统计 在 表 7.3.1 中 . 在 这 个 表 中 , 从 面 集 列 可 以 看 出 相应 行 代表 的 地 
图 根 面 的 次 . 例如 , 行 a 所 代表 的 近 四 角 化 , 从 面 集 列 第 一 行 相应 的 位 置 内 的 第 一 
对 小 括号 , 可 以 看 出 根 面 次 为 2( 即 z?) 和 同 构 类 数 就 是 花 括 号 对 的 数目 1. 因此 ， 
02T3 =1. 每 一 对 花 括 号 内 的 第 一 个 元 素 为 这 一 类 的 代表 , 反映 在 相应 图 中 的 小 空 
心 圆 , 即 根 的 位 置 . 


| 
Ll 


图 7.3.1 在 环 面 上 边 数 为 3 的 根 近 四 角 化 的 同 构 类 


表 7.3.1 表 7.3.1 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 
序号 节点 集 面 集 同 构 类 
a (2,713,72,73) (1,3)(y1,2,73,72) {1,81,3,83} 
{3,a3}, {1,81}, {Ql1,72}, 


b 3, 1,2,71,72)(73 1,72,71,2,3,73, 
( TD72)(073) (1,72,7 73) {2,81}, {a2,71)}, {72,63} 
{a,a3,2,a2},{lal， 
3,12,71)(72,73 13,72,71,2,73 
< ( 71)(72,73) (1,3,72,71,2,73) 1,81), {73,83,72, 82} 
d (3,1,2)(73,71,72) (3,71,2,73,1,72) {K1+K2+K3} 


图 7.3.2 显示 了 4 条 棱 近 四 角 化 的 根 同 构 类 : la 十 4 二 8c+2d = 15z4, 即 
Ta4 二 1524(Fa4), 与 式 (7.3.8) 中 FR 的 z4 项 吻合 . 这 些 均 反 映 在 表 7.3.2 中 ( 见 
图 7.3.1 的 说 明 ). 


第 7 章 偏 微分 方程 


191 


图 7.3.2 在 环 面 上 边 数 为 4 的 根 四 角 化 的 同 构 类 


表 7.3.2 图 7.3.2 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 


序号 节点 集 面 集 同 构 类 

(4,1,2,3), (1,72,3,74), 

a (od (a) {Kl1l+K2+K3+K4} 

(4,1,), (1,72,3,74), {4,04,1,01}, {74,84,71,81}, 
(74,2,3,71,72,73) (71,4,2,73) {2,03,72,83}, {a2,3, B2,73} 

和 (4,1,2,71,3,72,73), (1,3,4,74), {4,04}, {1,83}, {a1,73}, {2, 82}, 
(r4) (91,2,73,72) {a2,72}, {71,a3}, {81,3},{7Y4,64} 

地 (4,1,2,71), (1,4,3,74), {4,04,2, a2,74,B4,72, 82}, 
(r4,3,72,T73) (71,2,73,72) {1,01,71,81,3,03,73,83} 


7.4 Klein 瓶 四 角 化 


考虑 关于 f,g,h 和 p 的 偏 微分 方程 组 : 


zy 人 


+ [2 ) = 一 z(g+ 史 +22 朋 -1 一 本 放 


ee 
Oz1:=z 


jp 
zy (p+ = 区 ) =z2(z2 一 8 一 274yp)g9 十 7z2y029， 


zzy 
一 


Saz(uplz=u) = 1° (1 —272yp)h—y(h— £02h), 


Tp +(Y— 7)p— ryOp+r? y=0, 


fls=z=y=0 一 ge=s=y=0 = hls=z=y=0 =0, 


(7.4.1) 


Plz=z=y=0 = 1. 
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从 方程 组 式 (7.1.2)、 式 (7.1.27) 和 式 (7.2.1), 可 知 
P=fona, h=fera 9=fina (7.4.2) 
它们 的 正 项 有 限 和 表达 式 分 别 由 式 (7.1.2) ~ 式 (7.1.4)、 式 (7.1.35) ~ 式 (7.1.36) 
和 式 (7.2.19) ~ 式 (7.2.20) 给 出 . 因此 , 这 里 只 需 通过 及 = 8?f = [fj, (n>1) 
i (7.1.2) 的 第 一 式 变换 成 如 下 合适 的 等 价 形式 : 
了 =z (2 和 a + E |] 中 +zy(g+g +2pf)+z y(f —z02f). (7.4.3) 
因为 y 是 等 号 右 端 的 一 个 因子 , 所 以 有 
[fln= Fo=0. (7.4.4) 
这 就 是 方程 组 式 (7.4.1) 的 始 条 件 . 对 于 任何 整数 n> 1, 有 


Uh = [+ (Ee) ] +l +2p/], + 一 有 有 


Br Oz 
-和 ) 
to (Pt TAR ta Rs) 
Ee 20 

+2 (Fn 1 — 72202F,1). (7.4.5) 

基于 此 , 利用 式 (7.2.19)、 式 (7.1.35) 和 式 (7.1.2), 有 

=? (入 +(: 各 )_ ) +2 (Pot PP +2QoFY) + 727?(Fo 7202F) 

=0 = -702F =0, (7.4.6) 


OP /7 860 
B= (r+(2B),) +r (P+2PP +2(QoF + QF)) 


+2 2(F —2202F) 
一 zZ2(2z2?+z2?) 十 zz(z2) =4z4 = EE-r0F,=0=4r4, (7.4.7) 


=z "(s+( 2) ) 12 (B+ RB +2,) 
St i=0 i=0 
+7z 2(F — 7z202F;,) 
一 Z2(20z4 十 3z4 十 274 十 374) 十 z2(5z4 十 z4 十 8z4) 十 z-2(4z4) 
一 472? 十 4275 = Fr0F =4275, (7.4.8) 
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Dr Oz 
+7 (Fs — 202 Fs) 
=z2(13z? 十 180z5) +z2(13z2 十 124z5) + z-2(42z5) 
=6874+3047s 之” 及 一 z282 甩 一 68z4 十 304z8. (7.4.9) 


R=7 2(z2 二 人 (z 2 ) 十 Z2 (e+ 六 PP ,12D om 
i=0 i=0 


通过 对 于 至 多 4 条 棱 的 球面 近 四 角 化 按 根 同 构 分 类 验算 , 得 知 这 与 式 (7.4.5) ~ 
式 (7.4.8) 的 结果 一 致 . 


引 理 7.4.1 对 于 任何 整数 n>1, F， 是 Ri[z] 上 的 一 个 常数 项 为 0、 无 zx 
奇 次 项 的 2n 次 多 项 式 . 


证 明 从 式 (7.4.6) ~ 式 (7.4.9) 可 以 看 出 , 结论 对 于 1 < n < 4 成 立 . 对 于 
n 之 5, 假设 对 于 任何 i < n 一 1, F 都 是 一 个 常数 项 为 0、 无 z 奇 次 项 的 2i 次 多 
项 式 , 往 证 i=n 时 的 情形 . 因为 式 (7.4.5) 中 的 PB,_1, O。: 和 Q,_1 都 是 Rj[z] 
上 的 一 个 常数 项 为 0、 无 z 奇 次 项 的 2(n 一 1) 次 多 项 式 , 由 归纳 假设 , 以 及 在 
及 -ii 中 , z 至 少 为 4 次 , 即 可 导出 及 是 R}[z] 上 的 一 个 常数 项 为 0、 无 x 
奇 次 项 的 2(n 一 1) 二 2 = 2n 次 多 项 式 . 口 


根据 这 个 引 理 , 可 以 将 及 (n > 1) 表示 成 如 下 形式 : 


P= DL Kner" (Kn E RI): (7.4.10) 
“i 
从 而 , 有 
£2(F, — £02F, )= Dm ne 2 Kn (7.4.11) 
nt 
由 式 (7.4.5), 知 
ho gt) 
+27 (Ps tap pe ,127 Qi pt) 
Er 
a (7.4.12) 


定理 7.4.1 偏 微分 方程 组 式 (7.4.1) 在 Ri[z,z] 中 有 且 仅 有 一 组 解 . 


194 组 合 泛 函 方程 论 


证 明 因为 由 式 (7.4.12) 确定 的 函数 满足 方程 式 (7.4.3), 从 等 价 性 可 知 这 个 
函数 就 是 方程 式 (7.4.1) 的 一 个 解 . 
进而 , 从 式 (7.4.12) 在 尺 +[z] 中 求 Fs 过 程 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . ” 口 


基于 这 个 定理 , 令 方程 组 式 (7.4.1) 的 解 为 了 = 户 。a 9 = i.nq; h = fcra 和 
了 = fona, 则 对 于 任何 整数 n> 0, 有 
Orfing=Pn, Orfera=On, OFfong= Qn, (7.4.13) 
分 别 由 式 (7.4.12)、 定 理 7.1.3 和 定理 7.1.1 确定 . 
定理 7.4.2 在 偏 微分 方程 组 式 (7.4.1) 的 解 中 , 记 BO? 广 ,a = Kn, 则 对 于 任何 
整数 n > 0, Kn。 有 如 下 正 项 有 限 和 表达 式 : 


e+).) 


n—l n—l 
+ (Pt DPRP, +2 Kn 1) 
i=0 i=0 


n—l 


十 》 Kmtunz™, (7.4.14) 
Ee 


其 中 n>1,，Ko=0. 


证 明 从 定理 7.4.1 知 , 对 于 任何 整数 n> 1, Ko = FF. 由 式 (7.4.12), 即 可 得 
欲 证 的 结论 . 口 

例 7.4.1 在 Klein 瓶 上 的 根 近 四 角 化 的 同 构 类 . 仅 讨论 边 数 不 超 过 3 的 情 
形 . 因为 不 超过 1 条 边 的 地 图 只 能 在 球面 上 , Klein 瓶 上 的 四 角 化 至 少 有 两 条 边 . 
图 7.4.1 显示 了 边 数 为 2 的 根 近 四 角 化 . 图 7.4.2 和 图 7.4.3 显示 了 边 数 为 3 的 分 
别 有 一 个 和 两 个 节点 的 根 近 四 角 化 . 


图 7.4.1 在 Klein 瓶 上 的 边 数 为 2 的 根 近 四 角 化 
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图 7.4.3 在 Klein 瓶 上 的 边 数 为 3、 节 点 数 为 2 的 根 近 四 角 化 


图 7.4.1 显示 ( 见 图 7.3.1 的 说 明 ), 两 条 边 的 根 近 四 角 化 共有 4 个 同 构 类 , 如 
表 7.4.1 所 示 . 


表 7.4.1 图 7.4.1 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 


序号 节点 集 面 集 同 构 类 
a (1,81,2,62) (lal,2,a2) {1,01,2,02},{B1,71,82,72} 
b (1,2,B1,72) (1,02,01,2) {1,01,B1,71},{2,a2, 82,72} 


实际 上 , 这 些 近 四 角 化 都 只 是 四 角 化 . 
在 图 7.4.2 中 ( 见 图 7.4.1 的 说 明 ), 可 以 看 出 3 条 边 、1 个 节点 的 根 近 四 角 化 
共有 4 个 同 构 类 , 如 表 7.4.2 所 示 . 


表 7.4.2 图 7.4.2 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 


序号 节点 集 面 集 同 构 类 
a (1,81,2,3,82,83) (lal,2,a3)(3,72) {3,72}, {a2,63} 
(2,3,B1,62,73) (l,a3,72,3)(al,B2) {a1,2,71,82} 


c (1,2,71,2,82,73) (1,3)(a1,a2, 83, 82) {1,81,3,83} 
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在 图 7.4.3 中 , 可 以 看 出 3 条 边 、 2 个 节点 的 根 近 四 角 化 所 确定 的 42 个 
同 构 类 ( 见 图 7.3.1 的 说 明 ), 如 表 7.4.3 所 示 . 其 中 {Ki} = {i}, {oi}, {Bi}, {9 让 
(i=1,2,3) 和 天 = {1,a,B,Y} 为 Klein 四 元 群 571. 


表 7.4.3 图 7.4.3 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 
序号 节点 集 面 集 同 构 类 
{3a,a3j},{73,63},{171}， 
{01,81}, {2,72}, {a2, 82} 
{3,a3}, {73,83}, {1,72}, 
{Qa1,82}, {2,71}, {a2, B81} 
c (3,1,2,B1,72)(73) (la2,712,3,73) {K1},{K2},{K3} 
{3,03,73,63}, {1,71, 


a (3,12,62,61)(73) (1,72,82,a1,3,73) 


b (3,1,B1,2,82)(y3) (bal,2,a2,3,73) 


d (3,1,81)(%3,2,82) (1,01,3,2,02,73) LE 
e (3,1,2,81)(73,72) (1,02,83,71,2,73) 0 
f (3,1,2,71)(73,82) (13,62,alia2,73) | 
i 
h (3,1,2)(73,B1,72) (1,83,02,71,2,73) {3,02,73,82}, {a3,2, 


B3,72}, {1,01,B1,71} 


例 7.4.2 在 Klein 瓶 上 的 根 四 角 化 的 同 构 分 类 ( 续 )( 如 图 7.4.4~ 图 7.4.7、 
表 7.4.4~ 表 7.4.7 所 示 ). 

可 以 看 出 , 在 图 7.4.4 中 ( 见 图 7.3.1 的 说 明 ), 提供 了 四 条 边 的 根 四 角 化 在 
Klein 瓶 上 共有 12 十 16 十 8 十 32 = 68 个 同 构 类 . 


图 7.4.4 ”klein 瓶 上 边 数 为 4、 节 点 为 2 的 四 角 化 (D 
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图 7.4.7 klein 瓶 上 边 数 为 4、 节 点 为 2 的 四 角 化 (IV) 
表 7.4.4 图 7.4.4 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 
序号 节点 面 集 同 构 类 
(4,1,2,3) (1,84,a3,74) {4,a4,2, a2,74, 84,72, 2}, 
” (74,B1,72,83) (a1,72,3,82) {1,01,3,03,81,71,83,73} 
(4,1,2,3) (1,83,a2,74) {4,a1,2,a3,74,B1,83,72}, 
(74,71,83,B2) (2,73,4,71) {a4,1,02,3, 684,71,73, 2} 
(4,1,2) (64,a2,74) {4a4},1n74,54},{la2},{al,2}， 


(74,B1,3,B3,82) (al,3,a3,B2) {B1,72}, {71,82}, {3,73}, {a3,83} 
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表 7.4.5 图 7.4.5 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 
序号 节点 集 面 集 同 构 类 
a (4,1) (la2,a3,74) {41},{a4,al},{164.561},{74,71}， 
(74,2,B1,3,72,B3) (al,3,B2,B4) {2,02}, {72, 2}, {3,73}, {a3, 83} 
(4,1) (13,a3,74) {4,04,1,01}, {74,B4,71,81}, 
° (74,2,B2,71,3,B3) (al,72,B2,84) {2,72,3,73},{a2,B2,a3,B3} 
(4,1) (1,83,a2,74) {4,a4,1,a1}, {74,84,71,81}, 
了 (74,2,3,71,83,82) (al,a3,B2,84) {2,a3,B3,7y2}, {a2,3,73,B2} 
表 7.4.6 图 7.4.6 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 
序号 节点 集 面 集 同 构 类 
(4,161,2) (lal,2,74) {4,a2,74,82}, {a4,2,B4,72}, 
(74,3, 83,72) (02,73,B3, 4) {1,71,3,73}, {a1,81,03, 83} 
(4,1,2,71) (1,4,3,74) {4,a4,2,a2,74,B4, 82,72}, 
(74,3,82,73) (al,a2,73,82) {1,0a1,71,B1,3,a3,73, 83} 
3 (4,1,2,81) (la2,a3,74) {4,04,2,a2,74, 64,72,B2}, 
(On4,3,72,63) (al,4,3,p2) {Lal,B1,71,3,03, 83,73} 
表 7.4.7 图 7.4.7 所 对 应 的 节点 集 、 面 集 和 同 构 类 
序号 节点 集 面 集 同 构 类 
(4,1,2,71,3,B2,73), (1,3, 4,74), {4,04}, {74,64}, {1, 83}, {a1,73}, 
> (74) (al,a2,73,82) {2,72},{a2,B2}, {3,B1},{a3,71} 
(4,1,2,B1,3, 83, 62), (la2,4,74)， 
大 (r4) (an,3,a3,p2) {K1},{K2},{K3},{K4} 
. (4,1,2,3,b1,72,53)，(1,a3,4,74), {4,a4}, {74,84}, {1,73}, {al, 83}, 
(Cr4) (al72,3,82) {2,62}, {92,72}, {3,71}, {a3, 81} 
7.5 ”曲面 无 环 型 


考虑 关于 变 元 z 和 的 函数 f 所 满足 的 方程 : 
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of of 
ary (2 28 ) = af) -1 a 
flz=0v=0= 1, 
其 中 ae R;, a#0. 
为 下 面 推导 方便 , 先 将 方程 式 (7.5.1) 在 整 域 扩张 尺 {z,y} 上 等 价 地 变换 成 
/=ary (wo) +zyflz=1f +1. (7.5.2) 


因为 我 们 的 目的 在 于 论证 方程 在 Ri{z,y} C R{z,y} 中 解 的 存在 性 、 唯 一 
性 , 以 及 求 出 解 的 一 种 单项 或 正 项 和 表示 , 故 可 令 


f= Fy", F,= [fn eR{z}. (7.5.3) 


n>0 
由 方程 式 (7.5.1) 的 始 条 件 , 知 
[flz=0]o =1. (7.5.4) 
从 式 (7.5.3) 可 知 , 对 于 n > 0， 


2] 


[flz=1]n = Fnlz=1, bs 本 | ue 


Or dz 
若 记 H = |z=1 (n 之 0), 则 由 式 (7.5.3) 和 式 (7.5.5), 对 于 n>0, 有 


= E 


(7.5.5) 


[fls=1f]" = Dr (7.5.6) 
在 式 (7.5.3) ~ 式 (7.5.6) 的 基础 上 , 由 式 (7.5.2), 可 得 
:lflo=1 
> FW=1 = FR=1,H=1, (7.5.7) 
wh =0 [2 =a8L], tole flo = (HF) =# 
= hh=z, Hi=]1, (7.5.8) 


:haar -BL], toh 
=arT(27—7)+7(HoF+ HiFo) 
=azr(2z 一 z)+z(l+z)=z+(a+l)z2 
> FD=7r+(at+l1)r’, Hs=a+2, (7.5.9) 
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:le=ar [2 #9],+ ollele 


dF, 
了 i 
= ar (2(2F,) ze ) +z2 Hi 
=az(37+2(a+1)z’)+z((a+2)+2z+(a+1)z’) 


| 丽 =(a+2)z+(3a+2)z2 十 (2a2 十 3a 十 1)z3， (L510) 


Hs=2a?+7a+5, 


以 及 对 于 任何 整数 n > 4， 


yr :ln on 2 -aE], ,+ oe fh 


1 
- Fa =as(2n— DF ot) to DO Hib (7.5.11) 
i=0 


引 理 7.5.1 对 于 任何 整数 n>1, Fn 是 z 的 常数 项 为 0 的 n 次 多 项 式 . 


证 明 由 式 (7.5.8) ~ 式 (7.5.10), 对 于 n= 1, 2, 3, 引 理 的 结论 为 真 对 于 
即 之 4 时 的 情形 , 可 以 假设 对 于 所 有 i (n > i> 1), 及 都 是 zx 的 常数 项 为 0 的 i 次 
多 项 式 . 利用 这 个 假设 , 往 证 i=n 时 的 情形 . 因为 在 式 (7.5.11) 中 , 等 号 的 右 端 有 
一 个 因子 z, 及 的 常数 项 为 0. 令 d 为 未 定 元 z 的 多 项 式 的 次 . 由 式 (7.5.11), 有 


d(Fn)=1+d(Fni1)=1+(n—1)=n. 
从 而 , 引 理 得 证 . 口 
根据 引 理 7.5.1, 可 以 将 FF 表示 为 如 下 形式 : 


= Ra (7.5.12) 
i=1 


其 中 Fin ER (n>iz1). 


引 理 7.5.2 在 式 (7.5.11) 中 , 多 项 式 


dF,_ 
2(n— DF 1-z a 0 (n>2), 


当 且 仅 当 F_1 > 0. 


第 7 章 偏 微分 方程 201 


证 明 由 式 (7.5.12), 有 


dF 


n—l n—l 
2(n—DF1-z 2 


= Tm) dm 


对 于 任何 n >i> 1, 都 有 2(n 一 1) 一 i>0, 由 此 即 得 引 理 的 结论 . 口 
引 理 7.5.3 对 于 任何 整数 n > 1, F, € RR;[z]( 即 非 负 整 系数 以 z 为 未 定 元 多 
项 式 的 集合 ). 


证 明 基于 引 理 7.5.1、 引 理 7.5.2 和 ae 有 R;, 用 数学 归纳 法 , 即 可 得 所 有 
Fin = iF, € R4. 引 理 得 证 . 口 

定理 7.5.1 方程 式 (7.5.1) 在 尽 ; [z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 

证 明 令 让 =f, Pfn= Fn (n>0), 由 式 (7.5.7)~ 式 (7.5.11) 确定 . 因为 
fn 满足 方程 式 (7.5.2) 且 方 程式 (7.5.2) 与 方程 式 (7.5.1) 等 价 , fo 也 是 方程 式 
(7.5.1) 的 一 个 解 . 由 引 理 7.5.3, 知 fur € 及 +[z, 引 . 

从 式 (7.5.7) 到 式 (7.5.11) 的 过 程 可 以 看 出 , 在 Rj[z,y} 中 , fn 对 于 方程 式 
(7.5.1) 初 值 的 唯一 性 . 因此 , 这 个 解 在 RR [z,y} 中 是 仅 有 的 . 口 


定理 7.5.2 方程 式 (7.5.1) 在 尺 +[z,y} 中 的 解 有 如 下 的 正 项 和 递 推 表示 : 


ofa = (Frit (oni a) + hla Fa)) (n>1), 
Rh 
(7.5.13) 
其 中 =f Fin-1= OFn-l (n—12>i>1). 
证 明 由 定理 7.5.1 和 引 理 7.5.2 的 证 明 , 经 过 整理 , 即 可 得 式 (7.5.13)。 口 


例 7.5.1 给 定 根 项 点 次 和 度 , 确定 无 自 环 根 地 图 在 可 定向 曲面 上 的 同 构 类 . 
方程 


8f Yi 
[0 = 束 ) =0 al) po 


flz=0w=0=1 
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( 即 [65] 中 第 211 页 的 式 (8.4.8)) 的 解 , 就 给 出 了 无 自 环 根 地 图 在 可 定向 曲面 上 以 
根 顶 点 次 和 度 为 参数 的 同 构 类 数 . 

当 a=1 时 , 式 (7.5.1) 就 变 成 了 式 (7.5.14). 因此 , 方程 式 (7.5.14) 的 解 就 是 
式 (7.5.13) 中 a=1 时 的 情形 . 


例 7.5.2 给 定 根 顶 点 次 和 度 , 确定 无 自 环 根 地 图 在 全 部 曲面 上 的 同 构 类 . 方 
程 


of 区 
2 (wy -s) (1—zyflz=)f—1, (rs 
flz=0wv=0=1 


( 即 [65] 中 第 213 页 的 式 (8.4.17)) 的 解 , 就 给 出 了 无 自 环 根 地 图 在 全 部 曲面 ( 包 
括 可 定向 与 不 可 定向 ) 上 以 根 顶 点 次 和 度 为 参数 的 同 构 类 数 . 

当 a= 2 时 , 式 (7.5.1) 就 变 成 了 式 (7.5.15). 因此 , 方程 式 (7.5.15) 的 解 就 是 
式 (7.5.13) 中 oa= 2 时 的 情形 . 

鉴于 这 两 个 特例 , 方程 式 (7.5.1) 称 为 曲面 无 环 型 的 . 


7.6 ”曲面 无 端 型 


考虑 关于 变 元 x 和 y 的 函数 f 所 满足 的 方程 


ay az = Ey 
”一 =-(- a i FU (7.6.1) 
fls=0w=0 = 1, 
其 中 aeER,,a@#0. 
通过 在 整 域 扩张 RR{z,y} 中 等 价 变换 , 将 方程 式 (7.6.1) 变 为 
f=azy Lran 51+ (fe) +ey+l. (7.6.2) 


令 f 由 到 = [fn=B5f ER{z} (>0) 确定 , 即 
f= Fy", F,= [fl eR{z}. (7.6.3) 


n>0 
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由 方程 式 (7.6.1) 的 始 条 件 ， 


[flz=0]o =1. (7.6.4) 


从 式 (7.6.3) 可 知 , 对 于 n> 0， 


0 dF, 
[flz=1]n = Fnlzs=1, [zd]. =2 (7.6.5) 
记 到, = 后 |z=1 (>0). 由 式 (7.6.5), 对 于 n>0, 有 
Hy (7.6.6) 


iz0 
在 式 (7.6.4)~ 式 (7.6.6) 的 基础 上 , 由 式 (7.6.2), 可 得 


妨 : [fo = 1 (在 方程 式 (7.6.2) 右 端 除 常数 项 外 都 有 因子 妇 
=» = m=1 dt 
ye -oz 区 2 tanto+ Se 加 + 
=az2 一 z 十 z 二 az2 
=> 及 =azr2, Hi=a, 
:=n fe] ter 
一 2a2z4 十 a274 十 az2 一 az2 十 3a274 


=> FE=ar+3a?r, Hy=a+3a’, (7.6.9) 


以 及 对 于 任何 整数 n > 3， 

olefle=1 — fn 
1l—g 

+az?F + SFH- Fn_y) 

了 于 1-z 


引 理 7.6.1 对 于 任何 整数 n> 1, 及 是 z 的 最 小 次 为 2 的 2n 次 多 项 式 . 


证 明 由 式 (7.6.8)~ 式 (7.6.9), 对 于 n = 1, 2, 引 理 的 结论 为 真 . 对 于 n>3 
的 情形 , 可 以 假设 对 于 所 有 i (1 < i<n 一 1), F; 都 是 z 的 最 小 次 为 2 的 2i 次 多 
项 式 . 利用 这 个 假设 , 往 证 i=n 时 的 情形 . 因为 在 式 (7.6.10) 中 , 等 号 的 右 端 有 
一 个 因子 z?, 故 及 的 常数 项 和 一 次 项 均 为 0. 令 d(p) 为 未 定 元 z 的 多 项 式 p 的 
次 . 由 式 (7.6.10), 有 


2[.0 
yr: fh =0n [zgL], ,tar last 


Fl 


区 = esd (7.6.10) 


d(Fn)=2+d(F, 1)=2+2(n—1)=2n. 


204 组 合 运 函 方 程 论 


从 而 , 引 理 得 证 . 口 
基于 这 个 引 理 , 可 以 将 FF (n > 1) 表示 为 如 下 形式 : 
2n 2n 
及 =》 Roc, H,=D Fn. (7.6.11) 
i=2 =2 
引 理 7.6.2 对 于 任何 整数 n> 1， 
(1—z)|(zH, —f,), Sno >0. (7.6.12) 


证 明 由 式 (7.6.11), 有 


2m 
DFin(z—z’) 2n i 
(i 3 (7.6.13) 
i=2 


1 一 2 1 一 2 


因为 对 于 i> 2, (1 一 z)| (1 一 zi7!), 故 第 一 个 结论 成 立 . 又 因为 对 于 i > 2， 


1—zi! 过 
1 一 z =2®, 
j=0 
故 第 二 个 结论 成 立 . 六 
从 这 个 引 理 的 证 明 中 , 可 以 看 出 
2n—2 2n 
2 = ( > Fn)z. (7.6.14) 
j=1 “i=j+1 


引 理 7.6.3 对 于 任何 整数 > 1, Fe R4[z]. 
证 明 由 于 aeR4, 在 上 面 两 个 引 理 的 基础 上 , 从 式 (7.6.10) 和 归纳 法 原理 


可 以 看 出 , FE RR4[z) 当 且 仅 当 (z 丽 ,一 及) 人 -zz)eR+[z). 由 式 (7.6.13), 即 
得 欲 证 的 结论 . 口 
定理 7.6.1 方程 式 (7.6.1) 在 尺 +[z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 令 
f=fua fra=F, (n>0), 


由 式 (7.6.7) ~ 式 (7.6.10) 所 确定 . 因为 fa 满足 方程 式 (7.6.2), 且 方 程式 (7.6.2) 
与 方程 式 (7.6.1) 等 价 , 所 以 faa 也 是 方程 式 (7.6.1) 的 一 个 解 . 由 引 理 7.6.3, 知 
funa ER+[z,Y}. 
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从 式 (7.6.7) 到 式 (7.6.10) 的 过 程 可 以 看 出 , 在 尺 +[z,y} 中 , fna 对 于 方程 式 
(7.6.1) 初 值 的 唯一 性 . 这 个 解 在 尺 +[z,y} 中 是 仅 有 的 . 口 


定理 7.6.2 方程 式 (7.6.1) 在 Ri[z,y} 中 的 解 fa 有 如 下 正 项 和 递 推 表达 
式 ; 对 于 n>22; 


2n—3 .2n-2 


[foaln = az? (Stree +z (5 Pn) (7.6.15) 


i=l j=itl 
证 明 将 式 (7.6.11) 和 式 (7.6.14) 代入 式 (7.6.10), 经 整理 后 , 即 可 得 式 
(7.6.15). 口 


例 7.6.1 给 定 根 顶 点 次 和 度 , 在 可 定向 曲面 上 的 无 端 割地 图 的 根 同 构 类 . 


方程 
[党 ve) 0 


f 让 三 1 


( 即 [65] 中 第 180 页 的 式 (7.5.12) ) 的 解 , 就 给 出 了 无 端 割地 图 在 所 有 可 定向 曲面 
上 以 根 项 点 次 和 度 ( 棱 数 ) 为 参数 的 根 同 构 类 数 . 

当 a=1 时 , 式 (7.6.1) 就 变 成 了 式 (7.6.16). 因此 , 方程 式 (7.6.16) 的 解 就 是 
式 (7.6.15) 中 a= 1 的 情形 . 


例 7.6.2 给 定 根 顶点 次 和 度 , 在 全 部 (可 定向 和 不 可 定向 ) 曲面 上 的 无 端 害 
地 图 的 根 同 构 类 . 考虑 方程 


of 
2z5y 区 = (- 2z2 人 村) 一 ZY 一 1， (7.6.17) 
flz=0w=0=1. 


当 a= 2 时 , 式 (7.6.1) 就 变 成 了 式 (7.6.17). 因此 , 方程 式 (7.6.17) 的 解 就 是 
式 (7.6.15) 中 a= 2 时 的 情形 . 
由 于 这 两 个 特例 , 我 们 称 方程 式 (7.6.1) 为 曲面 无 端 型 的 . 


206 组 合 泛 函 方程 论 


7.7 曲面 Euler 型 


考虑 关于 变 元 z 和 y 的 函数 f 所 满足 的 方程 


of ry Ty 
Ay = [1-azr? Pa 
| 207 y555 ( Tz Tz le=1 1, (7 


Jj|==oy=o=1， 
其 中 ae 和 Ha 天 0. 
将 方程 式 (7.7.1) 在 RR{z?,y}( 在 方程 中 只 含 z 的 偶 次 寡 )GR{z,y} 中 变 为 等 
价 形式 : 


=1+az2g( 7 二 22 w=)! Tl 一 月. (7.7.2) 
令 开 由 = [fjn=BHf ER{z?} (>0) 确定 , 即 

f= Fwy", F,= [fl eR{z’)}. (7.7.3) 

n20 

由 方程 式 (7.7.1) 的 始 条 件 ， 

[flz=0]o = 1. (7.7.4) 

从 式 (7.7.3) 可 知 , 对 于 n > 0， 
[fls=1]n = Fnlz=1, [= 5] = (7.7.5) 


记 Hn = |z=1 (n 之 0). 由 式 (7.7.5), 对 于 任何 n>0, 有 
Hn = D0.F. (7.7.6) 


i>0 


在 式 (7.7.4) ~ 式 (7.7.6) 的 基础 上 , 由 式 (7.7.2), 可 得 


名: [fjo =1( 在 方程 式 (7.7.2) 右 端 除 常数 项 外 都 有 因子 y) 
学” 后 =1( 方 程式 (7.7.1) 的 始 条 件 ),， Ho = 1， (7.7.7) 


on [f+22 训 让 | .+e 小 al i 
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=az?(1+0)+0= az2 
= hi=ar’, Hi=a, (7.7.8) 
Og z2[fle=1 — fl 
Re 2 .00 
多:[ 由 =az [r+zz | 
Z2(a 一 az2) 
1 一 Z2 


=> PF=3art+ar’, Hi=3a+a, (7.7.9) 
以 及 对 于 任何 整数 n > 3， 


=az’(az? +2az’)+ 一 3a2z4 十 az2 


a 到 z=1 一 RG—; 
太一 az [+2 直 |， 二 一 A = : 


全 ,=a (Pa 上 2220 
引 理 7.7.1 对 于 任何 整数 n > 1, F, 是 z 的 最 小 次 不 小 于 2 的 不 含 奇 次 项 
的 2n 次 多 项 式 . 
证 明 ”因为 在 方程 式 (7.7.1) 中 只 含 z 的 偶 次 宕 , 故 f 不 含 z 的 奇 次 项 . 由 
式 (7.7.8)~ 式 (7.7.9), 对 于 n=1 和 2, 引 理 的 结论 为 真 . 对 于 n > 3 时 的 情形 ， 
可 以 假设 对 于 所 有 i (n > i> 1), F; 都 是 z 的 最 小 次 为 2 的 不 含 奇 次 项 的 2i 次 
多 项 式 . 利用 这 个 假设 , 往 证 i=n 时 的 情形 . 因为 在 式 (7.7.10) 中 , 等 号 的 右 端 有 
一 个 因子 z?, 故 肪 的 常数 项 和 一 次 项 为 0. 令 d(p) 为 以 z 为 未 定 元 的 多 项 式 p 
的 次 . 由 式 (7.7.10), 有 


d(Fn)=2+d(Fn 1)=2+2(n—1)=2n. 


Ed 
) + 1—Fn1). (7.7.10) 


从 而 , 引 理 得 证 . 0 
基于 这 个 引 理 , 可 以 将 及 (n > 1) 表示 为 如 下 形式 : 
Pe DF, Hn = DFoin. (7.7.11) 
i=1 i=1 
引 理 7.7.2 对 于 任何 整数 n> 1， 
(1—z)|(H, —f;), 入 3 (7.7.12) 


当 且 仅 当 F， € R4[z3]. 
证 明 由 式 (7.7.11), 有 
和 mnd —2”) 
_ i=l 


en 7.7.13) 
1—2? 1 一 z2 ( 
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因为 对 于 ii > 1, (1 一 z?)| (1 一 z”), 故 第 一 个 结论 成 立 . 又 因为 对 于 i > 1， 


i—1 
= D2 >0, 
j=0 
故 第 二 个 结论 成 立 . 首 


从 这 个 引 理 的 证 明 中 , 可 以 看 出 


如 (人 已 in]z5 (7.7.14) 


引 理 7.7.3 对 于 任何 整数 n> 1, Fn € Ry[z3]. 


证 明 由 于 ceR+, 在 上 面 两 个 引 理 的 基础 上 , 从 式 (7.7.10) 和 归纳 法 原理 
可 以 看 出 , FE RR+[z?) 当 且 仅 当 (本 一)/(1 一 2?)€ R+4[z?). 由 式 (7.7.13), 即 
得 欲 证 的 结论 . 口 


定理 7.7.1 方程 式 (7.7.1) 在 Ri[z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 令 fou=f, ?fo 二, (n 之 0), 由 式 (7.7.7)~ 式 (7.7.10) 确定 . 因为 
fna 满足 方程 式 (7.7.2) 且 方 程式 (7.7.2) 与 方程 式 (7.7.1) 等 价 , fo, 也 是 方程 式 
(7.7.1) 的 一 个 解 . 由 引 理 7.7.3, 知 fo, € R42,y}. 

从 式 (7.7.7) 到 式 (7.7.10) 的 过 程 可 以 看 出 , 在 尺 +[c,y} 中 , js。 对 于 方程 式 
(7.7.1) 初 值 的 唯一 性 . 因此 , 这 个 解 在 RR;[z,y} 中 是 仅 有 的 . 口 


定理 7.7.2 方程 式 (7.7.1) 在 及;[z,y} 中 的 解 fe。 有 如 下 正 项 和 递 推 表示 
涉 : 对 于 ww 宛 


Whi = Agni (7.7.15) 
m=1 
其 中 
名 一 
局 mm 一 1 
i=1 


n—l 
(2m— DaFym_DnitD Fn 2<m<n-l, 


Azm,n-1 = (7.7.16) 


(2n — 1)aFz(n_Dn-1, m=n. 
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证 明 将 式 (7.7.11) 和 式 (7.7.13) 代入 式 (7.7.10), 经 整理 后 , 即 可 得 式 
(7.7.15). 口 
例 7.7.1 给 定 根 顶 点 次 和 度 , Euler 地 图 在 可 定向 曲面 上 的 根 同 构 类 . 方程 


of zy ry 
4 me i 2 
| 人 5x5 人 人 1 一 Z2 f Izzfle=! 国 (7.7.17) 


flz=0w=0=1 


( 即 [65] 中 由 86.5 提供 的 分 解 原理 所 导出 的 ) 的 解 , 就 提供 了 在 所 有 可 定向 曲面 
上 , Euler 根 地 图 以 根 顶 点 次 和 度 为 参数 的 同 构 类 数 . 

注意 , 当 a = 1 时 , 式 (7.7.1) 就 变 成 了 式 (7.7.17). 因此 , 方程 式 (7.7.17) 的 
解 , 就 是 式 (7.7.15) 和 式 (7.7.16) 中 a = 1 时 的 情形 . 


例 7.7.2 给 定 根 顶点 次 和 度 , Euler 地 图 在 全 部 (可 定向 和 不 可 定向 ) 曲面 
上 的 根 同 构 类 . 方程 


0 22: Z2 
| 4zty 2 - (Ee 4 )f- Ef» 


Or? 1 一 Z2 


flz=0w=0= 1 


(7.7.18) 


的 解 , 就 提供 了 在 全 部 曲面 上 , Euler 地 图 以 根 顶点 次 和 度 为 参数 的 根 同 构 类 数 . 
注意 , 当 a= 2 时 , 式 (7.7.1) 就 变 成 了 式 (7.7.18). 因此 , 方程 式 (7.7.18) 的 
解 就 是 式 (7.7.15) 和 式 (7.7.16) 中 a = 2 时 的 情形 . 
基于 这 两 个 特例 , 方程 式 (7.7.1) 称 为 曲面 Euler 型 的 . 


7.8 注 记 


1. 球面 上 的 情形 是 一 般 曲面 上 的 重要 基础 . 从 7.1 节 的 例 7.1.4 中 , 引发 出 对 
于 带 边缘 曲面 的 注意 . 事实 上 , 欠 -1 面 就 可 以 视 为 一 个 边缘 . 再 考虑 到 根 面 也 作 
为 一 个 边缘 , 就 得 到 一 个 柱 面 . 由 此 将 曲面 上 地 图 的 根 同 构 分 类 , 转化 为 球面 上 这 
种 地 图 的 根 同 构 分 类 . 

2. 在 [83] 中 , 讨论 了 柱 面 上 的 近 三 角 化 地 图 的 根 同 构 类 . 虽然 给 出 了 解 的 
带 一 个 参数 的 显 函数 表示 , 但 由 于 计算 复杂 , 未 能 得 到 最 终结 果 . 用 这 里 的 方法 ， 
同样 可 以 获得 那里 方程 解 的 一 个 有 限 正 项 和 的 形式 . 如 果 一 个 地 图 只 有 两 个 项 


ac 拓 硬 戈 硬 竹林 江 


点 可 能 例外 , 其 他 所 有 顶点 都 是 偶 次 的 , 则 称 之 为 Euler 迹 , 或 者 单行 地 图 . 对 于 
在 [106] 中 提供 的 三 次 方程 , 同样 用 这 里 的 方法 , 也 可 论证 其 解 的 适 定性 并 求 出 解 
的 有 限 正 项 和 形式 . 

3. 在 [7] 中 , 由 一 个 三 元 函数 的 二 次 方程 , 当 取 变 元 y = z 时 , 得 到 的 就 是 方 
程式 (7.1.1). 自然 , 可 以 用 7.1 节 中 的 方法 导出 解 的 有 限 正 项 和 形式 . 

4. 最 早 讨论 四 角 化 在 曲面 上 根 同 构 类 的 文章 当 为 [6]. 那里 的 曲面 是 圆 盘 , 即 
一 类 最 简单 的 带 边缘 的 曲面 , 在 亏 格 为 0 的 可 定向 曲面 带 仅 有 的 一 个 边缘 与 这 个 
圆 盘 的 边缘 一 致 . 亏 格 为 0 的 可 定向 曲面 带 的 两 个 边缘 就 是 [70](2012) 中 的 泛 柱 
面 . 对 于 泛 柱 面 上 一 个 四 角 化 , 如 果 将 其 两 个 边缘 都 视 为 面 , 就 得 到 一 个 球面 上 的 
欠 -1 面 四 角 化 . 它 的 平面 对 偶 就 是 一 个 除 两 个 可 能 的 例外 所 有 顶点 次 均 为 偶数 ， 
或 视 为 一 个 单行 地 图 , 还 可 称 Euler 迹 . 最 早 用 Euler 迹 或 迹 到 曲面 上 的 文章 当 为 
[72](1979), 其 中 讨论 了 图 的 最 大 亏 格 (一 个 图 的 所 有 上 地 图 亏 格 中 的 最 大 者 ). 

5. 在 [84](2001) 中 , 讨论 了 环 面 上 四 角 化 的 根 同 构 类 , 用 了 多 至 四 个 参数 , 已 
经 给 出 了 所 有 函数 的 直接 显 式 , 但 有 非 正 项 和 . 用 本 章 的 方法 , 它们 都 有 有 限 正 项 
和 表示 . 在 [88](2002) 、[11](2002) 等 中 , 也 是 一 样 的 . 

6. 射影 面 的 情形 , 还 可 参见 [82](2000) 、[86](2002) 、[87](2002) 、[89](2005)、 
[15](2002)、[105](2007) 等 . 那里 的 所 有 函数 都 可 用 这 里 的 方法 导出 有 限 正 项 和 的 
形式 . 

7. 虽然 4- 正 则 地 图 的 对 偶 是 四 角 化 , 但 7.4 节 中 仍 用 删 去 棱 和 它 的 逆 , 即 添 
加 楼 , 进行 无 限 集 的 分 解 , 对 于 四 角 化 所 导出 的 方程 比 [85](2001) 中 对 于 4- 正 则 
的 简单 得 多 ; 并 且 最 终 得 到 四 条 棱 在 Klein 瓶 上 的 情形 为 68 而 不 是 67. 同样 可 以 
将 那里 的 函数 都 表示 成 有 限 正 项 和 的 形式 . 

8. 若 查看 7.2 节 ~7.4 节 中 出 现 的 微分 方程 组 与 组 合 地 图 计数 的 关系 , 可 参见 
[70](2012). 在 那里 有 基本 方程 被 发 现 的 全 过 程 . 

9. 关 于 7.5 节 ~7.7 节 中 出 现 的 微分 方程 组 , 可 参见 专门 讨论 曲面 上 偏 微分 方 
程 的 文献 [71](2012). 
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8.1 植 树 型 


在 文献 [22,24] 中 , 可 以 看 到 方程 


| /=n+[ ( 直 坟 ) 


fly=0 =0, 
其 中 fe R{z,y}. 
在 方程 (8.1.1) 中 , f= f(y) € R{y},y = (yi,y2,… 
了 = 》 用， 
n20 
其 中 五, 是 y 的 一 个 n 次 齐 多 项 式 , 即 
及 = 》 Fy 


式 中 In|=ni 十 nz 十 na 十 …, 即 n 的 所 有 分 量 的 和 . 
由 


1 m 
T= Df)™, 


m2>0 


a ee 
1 = ZY) = 


m>1 m>1 


(8.1.1) 


(8.1.2) 


(8.1.3) 


212 组 合 远 函 方程 论 
由 此 , 方程 式 (8.1.1) 等 价 地 变 为 


f=n+ ynnf™, 
m31 (8.1.4) 
=0. 
对 于 任何 整数 i> 1, 记 


f= ml (8.1.5) 


n>0 


其 中 FI 是 y 的 n 次 齐 多 项 式 . 
由 方程 式 (8.1.4) 的 始 条 件 , 有 


Fa=0 (n>0). (8.1.6) 


进而 , 由 式 (8.1.2), 对 任何 整数 n> 0, 有 


FH=F,, 
m= Rr (i>2). 
j=0 
再 考虑 到 式 (8.1.6), 就 有 
B=B,, 
n—l 
a (8.1.7) 
m= pry (i>2). 
j=1 


下 面 , 在 方程 式 (8.1.4) 的 基础 上 , 依次 讨论 确定 Fo, 五 ,Fz, 丽 , FF 和 
及 (n 之 5) 的 过 程 . 
由 始 条 件 , Fo = 0 已 经 被 确定 . 对 于 n=1, 由 式 (8.1.6), 有 


yal ty ty Fh + ys FH + =0, 
即 得 
Fl = (8.1.8) 
由 此 , 从 式 (8.1.7) 导出 


FH=0 (i>2). (8.1.9) 
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对 于 n=2, 由 式 (8.1.8), 有 
ysF ll + ya Fh tysFll +yerll+...=0, 
即 得 
B=%F = yy. (8.1.10) 
对 于 n=3, 由 式 (8.1.10), 有 
yd tys Fl +yoPh) + yd + =0, 
即 得 
Fy =yFh + yp = yy t+. (8.1.11) 
对 于 n=4, 由 式 (8.1.11), 有 
ys Fl +yeFd) + yr Fl + ys FY + =0, 
即 得 
Fa = ya + ya Fl + yo Ph) = yy + 3y? yoy + yy (8.1.12) 


引 理 8.1.1 对 于 任何 整数 mn > 0, 玉 是 一 个 与 所 有 yi (i 之 n 十 1) 无 关 的 no 
次 齐 多 项 式 . 


证 明 对 于 n=0,1,…,4, 从 式 (8.1.6)~ 式 (8.1.12), 可 以 看 出 引 理 的 结论 成 
立 . 事实 上 , 对 于 任何 n>1, 由 式 (8.1.7), 有 FE = 0 (i>n+1). 因为 所 有 项 
Wi 二 0 (i 之 n+1), 由 方程 式 (8.1.4), 可 知 及 是 一 个 与 所 有 yi (i 之 n 二 1) 无 
关 的 n 次 齐 多 项 式 . 0O 


基于 这 个 引 理 , 对 于 n > 5, 由 方程 式 (8.1.4), 得 


nl 
Fa = Dvn. (8.1.13) 


i=1 
定理 8.1.1 方程 式 (8.1.1) 在 RR{y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 由 式 (8.1.6)~ 式 (8.1.13) 中 的 及 (n 0), 所 


提供 的 如 式 (8.1.2) 所 示 的 三 是 方程 式 (8.1.4) 的 一 个 解 , 并 且 Je R{y}. 因为 方 
程式 (8.1.4) 与 方程 式 (8.1.1) 等 价 , 这 个 f 也 是 方程 式 (8.1.1) 的 一 个 解 . 进而 ， 
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考虑 到 上 面 求 及 , (n > 0) 的 过 程 对 于 初 值 Fo 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 
再 看 一 看 n 次 齐 多 项 式 F, 更 进一步 的 结构 性 质 . 由 引 理 8.1.1, 可 以 记 


= 》 Rys, (8.1.14) 


lin|=n 


其 中 y= (yi1,y2… ,yn), in = ( 订 ,i2，… ,in). 为 方便 , 令 


(Fi,)= ji; =ni. (8.1.15) 
j=1 
引 理 8.1.2 ”对 于 任何 整数 n> 1 和 整数 i 1<k<n, 车 FN >0, 则 
(FN)) =2n—k. 


证 明 对 于 n<4, 由 式 (8.1.8)、 式 (8.1.10)~ 式 (8.1.12), 可 见 引 理 的 结论 成 
立 . 对 于 n> 5, 假若 当 不 超过 n 一 1 时 , 引 理 的 结论 成 立 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 n 
的 情形 . 由 归纳 假设 , 对 于 1<i<n,1<j<n-l, 


(FFEH)=(2j—1)+(2n—2j -itl) =2n—i, 
这 与 7 无 关 . 由 式 (8.1.7) 有 
nr(F)=7(F PN) =2n—i. 


再 由 式 (8.1.13), 有 
(Fn) =7 (yr) + (FU )=(i+1)+(2n 1) -i)=2n—1. 
从 而 , 引 理 对 任何 整数 n > 1 都 成 立 . 口 
事实 上 ,k= 1 的 情形 本 身 就 具有 独立 的 意义 , 而 且 它 是 其 余 情形 的 基础 . 
推论 8.1.1 对 于 任何 整数 n>1, 有 7*(F,) = 2n 一 1. 


证 明 此 乃 引 理 8.1.2 中 大 = 1 时 的 情形 . 口 
令 五 = 你 >0nlniT=2mn 一 1}. 由 推论 8.1.1 有 
及 = 》 及 (8.1.16) 
in ETn 
进而 , 对 于 尺 (2<k<n), 由 式 (8.1.7), 有 
FH= 》 Fly". (8.1.17) 


inETn 


注意 , 当 k=1 时 ,有 Fh = 及 区 = 及 
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定理 8.1.2 方程 式 (8.1.1) 的 解 由 如 下 正 项 和 表示 确定 : 


0， 0 
2 n=1, 
Yiy2, n=2, 

Fn = y+yys, n= (8.1.18) 
y+ 3y?y2ys + yya, n=4, 


n—l 
yoPrit Dy ty yn n>5. 


i=3 
证 明 当 n=0 时 , 由 方程 式 (8.1.1) 的 始 条 件 即 得 . 当 1 < n < 5 时 , 已 
经 由 式 (8.1.8)、 式 (8.1.10)~ 式 (8.1.12) 给 出 . 对 于 n > 5 时 的 一 般 情形 , 因为 
= 本 1, PN =y?-，， 故 由 式 (8.1.8), 有 


Fn = yr (于 FY, =0) 
i=1 
=D wr (由 于 Fl = Fi) 
i=2 


=WFni+ Dy (由 于 有 = 好 下 


i=3 
n-l 
一 1 于 
= 多 及 -十 》 yiP + yyn. 
i=3 


由 于 方程 式 (8.1.4) 与 方程 式 (8.1.1) 等 价 , 所 以 定理 的 结论 成 立 . 品 


在 这 个 定理 中 , 由 于 及 (0 < n < 4) 和 所 有 Fl (0 < i< 4) 皆 为 正 项 和 形式 ， 
所 以 对 于 任何 n> 5, 及 也 为 正 项 和 形式 . 


例 8.1.1 植树 依 点 剖 分 的 根 同 构 类 ， 一 个 植树 就 是 根 顶点 次 为 1 的 平面 树 
在 文献 [66] 中 , 第 一 次 直接 用 初等 方法 提供 了 对 于 给 定 非 根 项 点 按 次 的 一 个 剖 分 ， 
植树 根 同 构 类 的 数目 , 即 n+1 阶 植树 中 , 非 根 顶 点 剖 分 向 量 n= (nnz,…) 的 根 
同 构 类 的 数目 为 


1/n\_ -Dll l 
n 网 人 
由 定理 8.1.1 知 , 在 式 (8.1.16) 中 ， 
二 (8.1.20) 


in! 
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定理 8.1.3 方程 式 (8.1.1) 的 解 由 如 下 的 系数 无 和 显 式 确定 : 
R= = 外 (8.1.21) 


inETn 
其 中 五 = {in|lin|=n, ni =2n 一 1}(n > 1). 
证 明 在 定理 8.1.2 的 基础 上 , 由 式 (8.1.16) 和 式 (8.1.20), 即 可 得 定理 的 
结论 . 口 


推论 8.1.2 对 于 任何 整数 mn > 2 和 向 量 各 , 在 方程 式 (8.1.1) 的 解 中 , 及 ,是 
个 正 整数 当 且 仅 当 各 五 . 


证 明 这 是 定理 8.1.3 的 一 个 直接 结果 . 口 


在 此 基础 上 , 允许 我 们 用 小 阶 植树 在 所 有 可 能 顶点 剖 分 向 量 上 的 根 同 构 类 的 

数目 , 验证 方程 式 (8.1.1) 相应 项 的 正确 性 . 
在 图 8.1.1 中 , 提供 了 阶 为 2, 3 和 4 的 植树 按 项 点 剖 分 向 量 (用 a = (1)， 
2 1), c= (2,0,1) 和 d= (1,2,0) 表示 ) 的 根 同 构 类 . 例如 , a 只 有 1 类 , 即 
二 1;b 也 只 有 1 类, 即 =yiyo; 以 及 c 和 4d 都 只 有 1 类, 即 FF =y?ys+y3. 


YE 


8.1.1 阶 为 2~ 4 的 植树 按 项 点 剖 分 的 根 同 构 类 


在 图 8.1.2 中 , 提供 了 阶 为 5 的 植树 按 顶 点 剖 分 向 量 (用 a = (3,0,0,1)， 
b= (2,110) 和 c= (1,3,0,0) 表示 ) 的 根 同 构 类 . 其 中 ,a 有 1 类 ,b 有 3 类 和 c 
有 1 类 , 即 Fy = v3ys + 3y?y2vy3 + Yi. 


1Yy 


图 8.1.2 阶 为 5 的 植树 按 项 点 剖 分 的 根 同 构 类 
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例 8.1.2 无穷 维 向 量 方程 . 在 文献 [22,24] 中 , 用 无 穷 维 矩阵 分 析 的 方法 提供 
了 方程 式 (8.1.4) 的 解 , 用 7 表示 , 为 向 量 方程 
(IT—Y)rT = wer (8.1.22) 
解 的 第 一 个 分 量 . 在 这 个 方程 中 ,7 = (71,72,73,…),e1=(1,0,0,…),YY = (yi,j)iz1jz1; 
使 得 
ER { yit2 igIi+l, i 
0, i>j+2. 
因为 


(1-7)"=Y,, 


iz0 
方程 式 (8.1.22) 的 解 为 
TT= (Durr) (8.1.24) 
n>20 
由 此 , 就 只 剩 下 确定 Ym(n >2) 了 . 
对 于 任何 整数 n>2, 令 YY" = (yl);s1jx1. 


引 理 8.1.3 对 任何 整数 n>2, y=0 (i>n+2,1<j<i-n-1). 


证 明 当 n=2 时 , 由 式 (8.1.23), 对 于 任何 i> 3, 在 Y 的 第 i 行 中 , wy = 
0 (1< jg<i-2), 对 于 任何 j>1, 在 Y 的 第 7 列 中 , wy =0 (i>j 十 2). 因为 对 


Vi,j> 1 
吧 = Dviryes, 
k>1 


所 以 对 Vi>4,1<j<i-3, 有 


i+l 


好 = Se > viryes =0. 


k=i—1 k=j+2 
从 而 , 当 n>2 时 , 引 理 的 结论 成 立 . 
对 于 任何 整数 n> 3, 假设 对 于 2<1<n-1, 有 =0 (i2>1+2,1<j< 
i 一 1 一 1), 往 证 1!=n 时 的 情形 . 由 式 (8.1.23), 对 于 任何 i> 3, 在 Y 的 第 i 行 
中 , yj =0 (1 < 7 了 < i-2), 由 归纳 假设 , 对 于 任何 了 > 1, 在 Y 的 第 j 列 中 ， 
Vij = 二 0 (i 之 j 十 (n 一 1) 十 1). 因为 矩阵 乘法 满足 结合 律 , 故 对 Vi,j > 1 


= i 


k>1 
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对 Vi >m+2, 1<j<i-n 一 1, 因为 在 Y 的 第 i 行 中 , [yi,1,yii_2] 内 所 有 元 素 为 
0( 其 他 元 素 全 不 是 0) 且 在 Y"?! 的 第 j 列 中 , [yj+nj,yoo) 内 所 有 元 素 为 0( 其 他 
元 素 全 不 是 0), 故 有 


We = wang 人 (由 于 wx=0ke[Li 一 9) 
大 >1 


所 > 2 "(由 于 一 n,o0)n[l,n+j 一 4= 人 0 


kEli—1,00)N[1n+j—1] 


=0. 
从 而 , 当 Yn > 3 时 , 引 理 的 结论 成 立 , 0 
这 个 引 理 允许 对 于 n> 2, 将 Y" = (y 四 );>1j>1 表示 为 


mm 十 7 一 1 
wii 人 1<ig2>1 
大 =1 
四 上 nti-! 
Yi) wu， >37-i>-m (e020) 
k=i—1 
0, i23,j-i<—(n+1). 


引 理 8.1.4 对 任何 整数 n>2, yl (i>1,j>1) 仅 由 {yl2<i<n+1} 和 
{fy 由 |j > 1} 确定 . 


证 明 当 n=1 时 , 由 式 (8.1.23) 知 , 对 任何 整数 s > 1 有 Wi+sj+s = 
YG+s)-(its)+2 = -it2 二 Viz 为 简便 , 称 具 有 这 种 性 质 的 矩阵 满足 针 移 性 . 容 
易 证 明 , 两 个 满足 斜 移 性 矩阵 的 积 也 满足 斜 移 性 . 因此 , Y? 满足 斜 移 性 , 即 对 任何 
整数 s > 0, gj。= 奴 . 进而 , 对 任何 整数 n > 3, Y" 满足 斜 移 性 , 即 对 任何 束 
数 s> 0, y 由 ,j;。 = 区 .由 斜 移 性 和 引 理 8.1.3, 即 可 得 引 理 的 结论 . 0 


基于 这 个 引 理 , 对 于 任何 整数 n> 1, 可 以 令 


nl ; 1<k<n, 
y= a (8.1.26) 
Yin kt2, k>nt+l. 
反之 , 对 于 任何 整数 i,j > 1， 
a] | i ji> —n, 
y= (8.1.27) 
0, j—ig—(n+1). 
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注意 : @ 因为 如 =yij, 所 以 当 n=1 时 , 式 (8.1.27) 就 变 为 式 (8.1.23); @ 对 于 
任何 整数 n>1, 有 y= 太 , 对 于 n>2, 有 WW] =ny? 1y 
从 式 (8.1.24), 可 知 


nn = (ul) =u (Dw), (8.1.28) 


n>0 n>20 
其 中 y=1. 
定理 8.1.4 对 于 方程 式 (8.1.1) 解 中 的 及 (n>1), 有 


n—l 
Fr = ) yr. (8.1.29) 
t=1 


证 明 因为 Y" (n>1) 的 每 一 个 非 0 元 都 是 一 个 n 次 齐 多 项 式 , 故 所 有 yl 
(1 > 1) 全 是 n 次 齐 多 项 式 . 因为 i 是 方程 式 (8.1.1) 的 一 个 解 , 所 以 在 式 (8.1.28) 
中 , yyl" 了 9 是 的 n+1 次 齐 项 部 分 . 由 解 的 唯一 性 , 知 五 ,= 妨 罗 .从 式 
(8.1.25) 和 式 (8.1.27), 即 可 得 定理 的 结论 . 口 


推论 8.1.3 对 于 任何 整数 n>1, 有 
(n—1)! 


Wn = (8.1.30) 
其 中 由 =n. 
证 明 由 定理 8.1.3 和 定理 8.1.1, 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
例 8.1.3 介子 泛 函 方程 
| fn 人 (8.1.31) 
flu=0=1 


在 R{y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 ; 而 且 , 这 个 解 就 是 了 = fares 十 1, 其 中 foanea 为 方 
程式 (8.1.1) 的 解 . 
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在 文献 [22,24] 中 , 可 以 见 到 方程 
{ f=1+2] (vors(ufle=), 


fl:=0w=0 = 1, 


(8.2.1) 


其 中 fe RR{z,y}. 注意 , 与 原 方程 的 不 同 之 处 系 那里 之 误 . 
为 叙述 方便 , 令 Fm(y) = 83f (m 之 0), id(y) = Inl, 其 中 n= (nana…), 即 
3 的 寡 向 量 , In| = ma 十 nz 十 … 对 于 整数 n>0, 记 
Fnn = Fn (Vy)lia(y)=n ( = Erin) 
nl=n 
或 称 Fn 是 Fn(y) 中 9 的 所 有 n 次 项 之 和 的 一 个 n 次 齐 多 项 式 . 
由 此 可 见 


f= Fn(y)e™. (32 
因为 
aes(ujl- = Fe 
工 >》 Fn(y)r™—y > Fn(y)y™ 
__m30 a (在 分 子 中 , 提出 公共 部 分 ) 
四 mm+1 —y 十 1 
= 2 Fy) 0 
以 及 可 
zmtl ymtlo (2— y (Priy"™™), 
i=0 
所 以 


Ga (ufle=s) = 本 全 (rr = Fry iz 
m2>0 i=0 


i>0 m2>i 


= (DR ")s"™, 


m20 izm 
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从 而 


J valufle) = 5 (PF)ymn)e”. 
m2>0 这 mm 
由 方程 (8.2.1) 的 第 一 式 , 得 
f=1+D (DF)ywmn)z"? (用 m 代 等 m+1) 


m2>0 izm 


=1+5( 5 Royrnra)zn 


ml izm-l 


在 式 (8.2.2) 和 式 (8.2.3) 的 基础 上 , 即 可 导出 


Z0; Fo(y) = 1 ( 即 方程 式 (8.2.1) 的 始 条 件 )， 
ZR(y) = yirFily) 


i0 
= Fo(y) + yaF(y) + yaF2(y) + yaFs(y) + , 
2: Faly) = > yi Fi(y) 


iz1 
=F(y)+yF2(y) + yaF3(y) + yaFa(y) + , 


73: Faly) = DY-1P(y) 
iz2 


= YF2(y) + ya Fs(y) +ysF(y) + yaFs(y) ++, 


1: Faly) = DY-2F(y) 
iz3 


=Y Fs(y) + yaFa(y) +ysFs(y) + ysFe(y) + , 
等 等 . 通过 在 RR{z,y} 上 的 等 价 变换 , 即 得 


zl: PF, i Yit+1 
1(y) 2 Lm (9) 
Yl Yy3 Ya 
= Fly)+ F,(y)+ Fy(y)+-…, 
Te o(y) a 2(y) Ts 3(y) 


Yi 

£2: Fa(y) = > Pp 

i 这 1i#2 

1 Y3 Ya 

寺 Fi(y)+ FY) + Fy) + 

1 一 慷 1(y) 1—w% 3(y) Ty a(y) 
53: EW)= DD Ry) 

iz2i#3 名 


中 


V1 3a 4 
= Fz(y)+ Fi(y)+ Fs(Y)+*…, 
Te 2(y) T= a(y) Te s(y) 
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(8.2.3) 


(8.2.4) 


(8.2.5) 


(8.2.6) 


(8.2.7) 


(8.2.8) 


(8.2.9) 


(8.2.10) 


(8.2.11) 
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:有力 = > Ts Fy) 


3,i¥4 
= Wa i 
er ri a er (8.2.12) 
以 及 对 于 任何 整数 m > 5， 
:Buy)= my)+ 2 7 了 及) (8.2.13) 


这 mm 十 1 
下 面 , 对 任何 整数 m > 1, 为 确定 Fm (n > 1) 作 些 理论 准备 . 令 min(F,(y)) 
为 Fn(y) 所 有 系数 非 0 项 的 y 的 竹中 的 最 小 者 . 


引 理 8.2.1 给 定 整数 m > 1. 对 于 任何 整数 n>1, 如 果 n<m-1, 则 
Fnn =0. 


证 明 由 方程 式 (8.2.1) 的 始 条 件 , 有 Fo = 0 (m > 1). 因为 min(Fi(y)) = 
i (i 之 1), 由 式 (8.2.9)，min( 瓦 ( 力 ) = min(y1/(1 一 wp)) =1. 对 于 mm= 2, 由 式 
(8.2.10), min(F>(y)) = min(y Fi(y)) = 1+min(Fi(y)) = 2. 从 而 ,Pi =0 (0 < 
5 和 1). 一 般 地 , 假设 对 于 2< s < m 一 1, 有 环 ,; =0 (1<j< m 一 2). 用 归纳 法 , 往 
证 对 于 s=m, 有 Fj =0 (0<jgm 一 1). 从 归纳 假设 知 min(F,_1(y)) =m 一 1. 
由 式 (8.2.13), min(Fmn(y)) = 1+min(Fn 1(y)) =1+(m—1)=m. 从 而 , Fj =0 
(1gjgm-1). 口 


从 这 个 引 理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 对 于 任何 整数 m > 1, min(Fn(y)) > m 
引 理 8.2.2 对 于 任何 整数 m, n> 1, Fn 二 Vy? 当 且 仅 当 n=m 


证 明 当 m=n=1 时 , 从 引 理 8.1.1 的 证 明 中 已 经 知道 , P=. 对 于 任何 
m=n>2 时 的 情形 , 假设 对 于 任何 j (1<j< m 一 1), 有 厂 ,; = 如, 用 归纳 法 , 往 证 
Fmm = YP. 由 式 (8.2.13)， Fmm 二 妇 Fm_1m-1. 由 归纳 假设 知 Fim-1 = 一， 
从 而 有 Fnm = ny?! =y7?. 考虑 到 Fm 是 Fn(y) 中 m 次 齐 项 部 分 , 以 及 这 
个 齐 mm 次 多 项 式 的 唯一 性 , 即 得 引 理 的 结论 . 品 


上 面 两 个 引 理 所 处 理 的 都 是 低 次 项 的 情形 , 下 面 的 引 理 则 是 讨论 式 (8.2.13) 
中 无 上 限 求 和 的 高 次 项 . 


引 理 8.2.3 对 于 任何 整数 m, n(n > m > 1), Fn 与 所 有 y; (i>n 一 m+ 十 2) 
无 关 . 


证 明 因为 式 (8.2.13) 等 价 于 
Fn(y) = > Yi-m+2Fi(y), 


这 mm 一 1 
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所 以 对 于 任何 整数 n> m 一 1， 
Fnn= > Vi-mt2Fin-l (由 Fin-i (i>n) 和 引 理 8.2.1) 


izm—1 


nl 


en > Yi-m+2Fin-1. 


i=m—1 
在 此 基础 上 , 对 于 较 小 的 整数 m 和 mw 可 以 验证 ,a 满足 引 理 的 结论 . 
对 于 一 般 情 形 , 假若 羽 ,_1 (m 一 1< i<n 一 1) 满足 引 理 的 结论 , 对 ”用 归纳 
法 . 因为 yj_m42 (m 一 1<ign 一 1) 不 含 yi (i>n 一 m 十 2), 所 以 Fmn 与 所 有 
yi (> 一 到 十 2) 无 关 . 口 


在 以 上 三 个 引 理 的 基础 上 , 对 于 整数 m,n > 1, 我 们 按 到 十 > 2 由 小 到 大 ， 
然后 m 由 大 到 小 的 次 序 , 确定 Fn 例如, m+n=2: Fii; m+n=3: 及 
Fiz; m+n=4: Fy Fz, Fis; m+n=5: Fy, Fa2, F2,s, Pia; 等 等 . 由 引 理 
8.2.1 有 1 =0, Fa1 =0, 以 及 1 = ,2 = 0. 为 方便 , 对 任何 函数 ge 入 {y}， 
记 [gjn 为 函数 g 中 的 n 次 齐 多 项 式 . 

利用 式 (8.2.9) 由 引 理 8.2.1 和 [(1 一 yz)-!]o=1, 可 知 右 端的 一 次 项 为 yi Fo,o. 
由 始 条 件 , Foo = 1. 从 而 , 当 n=1 时 , 只 有 五 ,: = 妇 . 这 是 m 十 n=2 时 的 情形 . 

当 mm 十 n=3 时 , 只 需求 矿 。 由 式 (8.2.9)， 


Fi2 = Fool(1—y) "1 = vy. 
当 m+n=4 时 , 要 求 局 ,s 和 羽 2. 由 引 理 8.2.2, ,2 = 好 ,只 剩 下 a. 由 
式 (8.2.9)， 
Fis=YFool(1—y) "2+yF2,2l(1 —y2) "Jo = y+ ys 
当 m+n=5 时 , 要 求 有 4 和 Fa. 在 上 面 三 个 引 理 的 基础 上 , 由 式 (8.2.10)， 


， 先 求 


Fz23=W[(1—y2) Fi(y)]e (由 于 Fi = Fiz= YYy2) 
= 2yfy2. | 
然后 , 由 式 (8.2.9), 求 
Fia=[(1—y2) a+ysl(1—y2)  (F2,2+ Fo2,3)]3+ yaFs,3 
= + 3 yoys + ya. 
一 般 地 , 对 于 任何 整数 m 十 n 之 5, 由 式 (8.2.9) 和 引 理 8.2.3, 有 


nt+m—2 
Fmn = [2 这 > Yi—m+2 [ Fy) 
i=m+1 


1—% jn-1 1—y2ln-! 
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ni+m—2 n—i—l 
三 刀 Bun m-ln-1-l+ > Yi_m+2 乞 WFPini. (8.2.14) 
i=m+1 


定理 8.2.1 方程 式 (8.2.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 

证 明 从 式 (8.2.4) ~ 式 (8.2.14) 的 过 程 可 知 , 所 得 到 的 Fm (m,n 之 0) 确 
定 了 方程 式 (8.2.1) 的 一 个 解 . 考虑 到 这 个 过 程 在 RR{z,y} 上 的 唯一 性 , 这 个 解 是 
仅 有 的 . 口 

对 于 任何 yr", 记 

T(m) 三 > ini 
i=1 
引 理 8.2.4 对 于 任何 整数 m, n> 1, Fn 有 | Wan| 项 , 其 中 
Nnn = {n >0|In| =n,7(n) =2n—m}. (8.2.15) 


证 明 首先 , 可 以 验证 , 对 于 2< m+n < 5, 上面 求 得 的 Fm 的 任何 一 项 
的 寡 向 量 n 都 满足 x(n) = 2n 一 m， 因此, 可 以 记 (Fmn) = 2n 一 m. 假若 对 于 
1<j<n-1, 7( 忆 ;) = 2j 一 i, 则 根据 式 (8.2.14), 由 
TM Pn nt) =1+21+2(n—1-!)—(m—1) 
=1+2(n—1)—(m—1) 
=2n—m, 
(yim+2aW Fn-1-t) = (i—m+2)+21+2(n—1—!)— 
=(-m+2)+2(n—1) 
=2n—m, 
就 有 7(Fnn) = 2n—m. 
另 一 方面 , 如 果 存 在 ng Nmn, |n| = 是 Fn 某 项 的 宕 向 量 , 则 必 有 
(Fmn)=7(n) 2n 一 m, 与 "(Fm,n) =2n 一 m 了 矛盾. 口 
这 个 引 理 告诉 我 们 , 对 于 任何 整数 m, n > 1, Fn,n 是 一 个 次 齐 |Mnn| 项 
式 . 令 
on(z) = (> wz"， 


i>1 


Lzn_m = {i|B2"-"mon(z) 中 yy 的 短 向 量 使 得 nj =0 (j >i+1)}. 
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引 理 8.2.5 任 给 整数 m,n > 1 有 Ann = L2n_m, 其 中 对 = |nl. 
证 明 首先 , 对 于 任何 ie L2n_m, 由 


Dj =2n—m, 


JP1 


以 及 全 = mw 即 可 知 iE Nan 
然后 , 对 于 任何 ne Nmn, 由 In|=n, 可 得 


>》 ini = 2n.—m, 


i>1 
从 而 也 有 me [2n_m. 口 
事实 上 , 引 理 8.2.5 意味 着 , 对 于 任何 整数 n> m1, Fnn 一 On mon(z). 
引 理 8.2.6 任 给 整数 m,n > 1, 有 


1 ga nl i 
Fnn = #62" "on(z) Se a (8.2.16) 
其 中 n= 出 . 
证 明 由 引 理 8.2.5 和 函数 cn(z) 的 形式 , 即 可 得 定理 的 结论 . 口 


由 此 , 我 们 可 直接 导出 方程 式 (8.2.1) 的 解 , 使 得 所 有 系数 都 无 和 的 显 式 . 
定理 8.2.2 方程 式 (8.2.1) 的 解 , 记 为 f(ree, 有 形式 


ls m=0, 
Or firee = nl (8.2.17) 
| 开 于 疝 mw?>l 


nm>rmmEAmn 
其 中 Nn 由 式 (8.2.15) 给 出 . 
证 明 由 引 理 8.2.5 和 方程 式 (8.2.1) 解 的 形式 , 即 得 定理 的 结论 . 口 
同时 , 可 以 看 出 名 foe = foianea, 即 方程 式 (8.1.1) 的 解 . 


例 8.2.1 平面 树 的 点 剖 分 . 令 m 和 n= (m,nz,ns,…) 分 别 为 根 项 点 次 和 
非 根 顶点 前 分 向 量 , 即 mw (i> 1) 是 i 次 顶点 的 数目 . 记 Pmn 为 平面 树 根 同 构 类 
的 数目 , 其 中 n= Inl, 棱 的 数目 (或 者 说 , 度 )， 因 为 当 0< m+n<2 时 不 足 道 ， 
这 里 仅 以 2< m+n< 5 时 的 情形 为 例 . 
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当 m+n=2 时 , 只 有 ,1 = 办 :已 经 由 图 8.1.1 中 的 a 给 出 . 

当 m+n=3 时 ,有 忆 1=0 P=yiy2. 后 者 由 图 8.1.1 中 的 b 给 出 . 

当 m+n=4 时 ,有 忆 1=0, 忆 2, Pi 二 人 Myz 十 胃 1 级 . 其 中 , Pis 由 图 8.1.1 
中 的 c 和 4 给 出 . 

当 m+n=5 时 ,有 Pi=0, Ps2=0, Pa=2+3yy2ys+ya 奴 , PP,3 由 
下 面 给 出 . 其 中 , Pi 由 图 8.1.4 中 的 a, b 和 < 给 出 . 

剩 下 的 忆 2== 和 忆 3 = 2y?yz 分 别 由 图 8.2.1 中 的 a 和 给 出 . 

所 有 这 些 都 显示 Pn, = 已 on- 


VW 


图 8.2.1 平面 树 按 项 点 剖 分 的 根 同 构 类 


例 8.2.2 介子 方程 


(8.2.18) 


{ f=1+zf (vil,), 
flz=0w=0 = 1 
与 方程 (8.2.1) 式 在 R{z,y} 中 等 价 . 

例 8.2.3 介子 方程 


| R= Qi-zf (vy), (8.2.19) 


flz=0w=0=1 


与 方程 式 (8.2.1) 在 RR{z,y} 上 等 价 . 


例 8.2.4 平面 办 从 的 根 同 构 类 . 办 从 就 是 只 有 一 个 顶点 的 地 图 ， 因 为 平面 
辩 从 是 平面 树 的 对 偶 , 平面 瓣 丛 的 面 与 平面 树 的 顶点 对 应 . 由 例 8.2.1 可 知 , 方 
程式 (8.2.1) 的 解 也 提供 了 平面 辩 从 以 根 面 次 和 非 根 面 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 
类 数 . 


例 8.2.5 无 穷 维 函数 方程 . 因为 方程 式 (8.2.1) 在 RR{z,y} 上 与 下 面 的 函数 
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方程 等 价 : 


iz1 (8.2.20) 
flz=0>w=0 = 1, 


| f=at+ Dr yilfli, 


方程 式 (8.2.18) 和 方程 式 (8.2.19) 也 同样 , 其 中 ce RR,， 
1—2 


[f=f- 2 of. 
j=0 
引 理 8.2.7 对 于 任何 整数 m > 2, 有 
Orf = (027)™. (8.2.21) 
证 明 令 Bi 为 所 有 根 面 次 为 ! (1 > 1) 的 平面 办 从 的 集合 . 因为 B% 和 


B1 x Bm-1 之 间 有 一 个 双 射 , 故 有 Owf = 有 Jp 一 17 从 而 97f = (87)m. 因此 ， 
引 理 的 结论 得 证 . 口 


由 于 8 是 方程 


?到 (8.2.22) 


T=a+h + yr 
Tly=0 =0 


的 解 , 由 始 条 件 , a = 0, 有 


T= yr 
n22 


由 此 , 即 可 用 Lagrange 反 演 求 出 7 的 系数 无 和 的 显 式 , 以 及 所 有 rm (m > 2) 的 
系数 无 和 显 式 22,25'601. 
事实 上 , 7 就 是 式 (8.2.17) 中 m = 1 时 的 情形 , 即 r = fantea: 


8.3 单 圈 型 


在 文献 [22,24] 中 , 可 以 见 到 方程 


一 了 2 
{ f =z frets { (yawfle=s), a 


flz=0w=0 = 0, 
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其 中 firee 已 由 式 (8.2.17) 给 出 . 
为 叙述 方便 , 令 Fn(y) = 97f(m 之 0), id(y) = |, 其 中 = (manama…)， 
即 y 的 寡 向 量 , |n| =n1 十 nz 十 na 十 …. 对 于 整数 n>0, 记 
Fmn,n = Fm (y)lia(y)=n (= > Ta ); 
In|=n 


或 称 a 是 Fn(y) 中 yy 的 所 有 n 次 项 的 和 的 一 个 n 次 齐 多 项 式 . 
由 方程 (8.3.1) 的 第 二 式 , 即 始 条 件 , 有 
Foly) =0. (8.3.2) 
由 此 可 见 
f= >》 Rn" (8.3.3) 


m2>1 


因为 


Bn) = es 


(由 式 (8.3.3)) 
£ DFn(y)r™ yD Fn(y)y™ 


m2>1 m>1 


Zm-1 一 种 -= (z 一 (Tay Pe 5 


i=0 


所 以 


Bry (flz=u) = TY > Fm (Tay mi—: 4) 


m2>1 


= 和》 Fn(V)y™ lritl 


i20 m> 计 2 


= ( 5 Ry )e"r 


m22 izm+2 


=( FWY")z"™, 


m23 这 m+1 


从 而 


zf vsslufles) = 并 ( DD Row-nrjznt 


m2>3 m+l 
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=5 (Ry ns)e™. 


m24 这 mm 


因为 
firee =1+ Dor fureer™ 


m>1 
已 经 在 定理 8.2.2 中 给 出 , 若 记 Th = 07 firee (m > 1), 则 由 方程 (8.3.1) 的 第 一 
式 , 得 
f=2°(1+ 5 Or fuer™) + 5 (PR)y ma)™ 
m2>1 


m2>4 izm 


(8.3.4) 
=22+T23+D (Tra+ DO Rm )e™. 
m>4 


izm 


因为 方程 式 (8.3.4) 与 方程 式 (8.3.1) 在 R{z,y} 上 等 价 , 我 们 可 以 只 考虑 式 
(8.3.4), 以 确定 方程 式 (8.3.1) 的 解 f. 


引 理 8.3.1 关于 {Flm > 0}, Fn = Fn(y) 的 方程 组 
局 = 及 =0, 
(8.3.5) 


Fn 一 十 yim+2F: (m>2), 


izm 
与 方程 式 (8.3.1) 等 价 , 其 中 Th, (m > 1) 已 经 由 定理 8.2.2 给 出 . 
证 明 ”由 方程 组 式 (8.3.5) 与 式 (8.3.4) 等 价 、 式 (8.3.4) 与 方程 式 (8.3.1) 等 
价 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
令 Finn = Fnln=In| = [Fmjn (m >2, n>0). 由 式 (8.3.5), 有 


Fn = [Tn-2)n t+ Dy m+2lFilni. (8.3.6) 


im 


引 理 8.3.2 对 于 任何 整数 n>0, 有 Fnn=0 (m > n+3). 
证 明 当 n=0 时, 由 式 (8.3.6), 有 


1l, m=2, 
Fmno = [Tolo = 
0, m>3. 
可 见 , 当 mn+3=0+3=3 时 , Fin,o =0. 
对 于 n> 3 的 一 般 情形 , 假设 Fn_1 =0, m > (n 一 1) 二 3 二 n+2. 用 归纳 法 ， 
往 证 Fn=0 (mz>zn+3). 由 Tan=0(m>n+1l), 有 Tn_2n=0(m-22>n+1, 


230 组 合 泛 函 方程 论 


即 m>>n+3). 车 m 之 n+3, 则 对 于 任何 i>m,i>n+3>(n 一 1) 二 3=n 十 2. 由 
归纳 假设 , 及。 = 0 (i> m). 由 式 (8.3.6), 得 Fan =0 (m 之 n+3). 口 


根据 这 个 引 理 , 允许 我 们 对 于 任何 一 个 给 定 的 整数 n> 0, 只 需 确定 Fnn 
(2< mn+2) 就 够 了 ; 而 且 , 我 们 可 以 将 式 (8.3.6) 直接 变 为 


n+l 


Fn = [Tn-2]nt+ DV-mt2[Riln-1 (利用 j=i-m) 


(8.3.7) 


n—m+l 


= [Tm-z)n+ > yt2 [Fyrm)n-1- 


引 理 8.3.3 给 定 整数 m > 2. 对 于 任何 整数 n>0, Fnn 与 yi (i> n+2) 
无 关 . 

证 明 首先 , 可 以 检验 , 对 于 n=0, 1, Fn 与 (i 之 n 十 2) 无 关 . 然后 , 一 
般 地 , 对 于 n > 2, 假设 ni (1 < n 一 1) 与 yi (i>1+2) 无 关 . 往 证 Fn 与 yi 
(i 之 n+2) 无 关 . 因为 Th_2n = [9m-?fireejn, 由 式 (8.2.17), Tm_2n 与 yi (i 之 n+1) 
无 关 . 由 归纳 假设 , mn_1 (0<j< nm+1) 与 下 (>m 十 1) 无 关 . 因为 在 式 
(8.3.7) 的 求 和 项 中 有 yn+1 所 以 Fnn 与 yi (i 之 n+2) 无 关 . 各 


由 此 , 对 于 给 定 的 整数 n > 1, Fm,n 是 有 限 向 量 yn+1 的 一 个 n 次 齐 多 项 式 . 
引 理 8.3.4 对 于 任何 整数 n>1,m=n+2, 有 Fnn = 地. 


证 明 由 式 (8.3.7), Fn+2n = [Zn 由 式 (8.2.17), [Tn]n = [加 jie = y? 
(> 1 了 1). 由 此 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
根据 式 (8.3.5), 只 需 讨论 它 的 第 二 式 . 又 这 个 第 二 式 与 式 (8.3.7) 等 价 , 故 只 
需 讨论 式 (8.3.7). 从 式 (8.3.7) 和 引 理 8.3.4 可 以 看 出 , 对 任何 给 定 的 整数 n> 1， 
只 需 确定 Fn (2< m < n+1) 这 m 个 函数 . 事实 上 , 它们 都 是 y 的 n 次 齐 多 
项 式 . 
当 n=1 时, 只 求 Fy1. 由 式 (8.3.7)， 
1 = [To]1++yz[F2Jo。 ( [mm = 0( 定 理 8.2.2), [FzJo ==1( 引 理 8.3.4)) 
=0+vy = yo. (8.3.8) 


当 n=2 时 , 只 求 态 。 和 互 2. 由 式 (8.3.7)， 


Fs2 = [Ti]2 + ylF3]i = yiy2 + Yiy2 = 2y1Yy2, (8.3.9) 
F22 = [To]2 + yo[F2]i + ys [Fs = 2 + Yays: (8.3.10) 
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当 n=3 时 , 只 求 a, Fa33 和 刁 ,3. 由 式 (8.3.7)， 


Fa3 = [Tal3+ ya [Fs]2 = 2y?y2 + yoy? = 3yfy2, (8.3.11) 
Fs3 = [Ti]3+y2[F3]2 + yalFal> 

= (+eys) +y(2yy2) +ys(W) 

= 3y1y2 + 2yfys, (8.3.12) 
F23 = [To]3+ yo[F2]2 + yslF3]2 + yalFal2 

=Y2(Y2 +y2y3) + ys(2y1y2) + ya(y) 

= 3yiy2ys+ +fya. (8.3.13) 


定理 8.3.1 方程 式 (8.3.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 由 于 依 上 述 过 程 所 得 到 的 Fi € R{y} 满足 式 (8.3.7) 或 方程 组 式 
(8.3.5), 从 方程 式 (8.3.5) 与 方程 组 式 (8.3.5) 等 价 知 , 这 些 瓦 。。e RR{y} 构成 方程 
式 (8.3.5) 的 一 个 解 . 由 方程 式 (8.3.5) 与 方程 式 (8.3.1) 等 价 , 即 知 方程 式 (8.3.1) 
在 R{z,y} 中 有 一 个 解 . 进而 , 由 上 述 求 Fm,n € R{y} 的 过 程 对 于 方程 式 (8.3.1) 
初 值 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


今 ya = (WY,… ,yn), 则 由 引 理 8.3.2 和 引 理 8.3.3, 对 于 任何 整数 n> 1， 
我 们 可 以 考虑 Fnn 为 yn+i 的 次 齐 多 项 式 , 记 为 了 (Fn,n), 或 简单 地 ， 


nn = {inti| 在 Fnn 中 存在 以 各 + 为 寡 向 量 的 项 }. (8.3.14) 
引 理 8.3.5 对 于 任何 整 向 量 i+1 € Jm.n, 有 


nt+l 
Dji=2n+l)—m. 
j=1 
证 明 首先 , 从 式 (8.3.8) ~ 式 (8.3.13) 所 得 到 的 Fn (m > 2), 可 以 验证 , 对 
于 n < 3, 引 理 的 结论 成 立 . 
然后 , 对 于 n > 4 时 的 一 般 情形 , 假设 当 1 < n 一 1 时 , 所 有 ri €E no 满足 
引 理 的 结论 . 往 证 1=n 时 的 情形 . 为 方便 , 对 于 向 量 i= (,i2,i3,…), 记 
(i) = 》 7 
j>1 
对 于 任何 ie 了 (Tnn), 7(i) = 2n 一 m. 由 此 即 知 r(Tmn-an) = 2n 一 (m 一 2) = 
2(n 二 1) 一 m. 由 归纳 假设 ,对 We 了 (yr2Bymn1), 7(i)=(j+2)+7(Ftmn-1)= 
((j 二 2) 二 2n) 一 (jm) =2(n+] 一 m(0<j<n 一 tm 十 1). 从 而 , 由 式 (8.3.7), 对 于 
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任何 ie Inn, 有 7(i)==2(n 二 1) 一 m. 这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 
因为 这 个 引 理 的 结论 不 依赖 和 + 在 J 中 的 选择 , 我 们 可 以 记 


n+l 
(Pr 一》 条 (intl€ nn), (8.3.15) 
j=1 


即 z(Fmn)=7(inn)=2(n+1)—m. 令 


n+l 


Mn(z) = (55)", (8.3.16) 
1 


Zon_m+t2 二 {i 在 92"-m+2 和 A,(z) 中 存在 以 i 为 雷 向 量 的 项 }. (8.3.17) 
引 理 8.3.6 对 于 任何 整数 m > 2, n >>0, 有 
Ton_m+2 = {i>0|li|=n,7(i)=2n—m+2}. (8.3.18) 


证 明 对 于 任何 ie Zon-_m+2, 由 式 (8.3.17), 在 02"-m+2An(z) 中 存在 以 i 为 
朝向 量 的 项 , 从 而 让 = 二 n, rG) = 2n 一 m 十 2. 因此 , 式 (8.3.18) 左 端 集合 是 右 端 集 
合 的 一 个 子 集 . 

另 一 方面 , 对 于 式 (8.3.18) 右 端 集合 中 的 任何 一 个 向 量 i, 因为 (zy): = yiz" 
是 82n-m+2Xn(z) 中 的 一 项 , 所 以 ie 五 。m+2. 因此 式 (8.3.18) 右 端 集合 是 左 端 
集合 的 一 个 子 集 . 口 

在 这 个 引 理 的 基础 上 , 我 们 将 会 容易 地 发 现 Fn 中 知 指 数 向 量 集 的 结构 . 

引 理 8.3.7 给 定 n>3. 当 2<m<n+2 时 , Fnn 与 Yi (i>n-m+4) 
无 关 . 

证 明 对 于 n=2,3, 4, 由 式 (8.3.8) ~ 式 (8.3.13), 可 以 验证 引 理 的 结论 . 对 于 
n 之 5, 假 设 Fn_1 满足 引 理 的 结论 , 即 仅 与 (1 <ig (n 一 1)-m+3=n 一 m 十 2) 
有 关 . 往 证 , Fm,n 只 与 y; (1<i 和 mn 一 mm 十 3) 有 关 . 令 5(F)=maxt{ily; 与 下 有关 }. 
在 式 (8.3.7) 的 基础 上 , 只 需 确定 


n—m+l 


max{sCu aoa( > weaBrme)} 
j=0 


从 8.2 节 的 讨论 可 知 , Tm-2,n 至 少 与 所 有 yi (i 之 n 一 m 十 4) 无 关 . 用 归纳 假设 ， 
因为 


6(yn_m+3Fnt1n-1) = max {6(y;+2Fytmn-1) [I0gjsgn-m+1), 


第 8 章 外面 型 介子 方程 233 


所 以 5( 卫 ) =n 一 m 十 3. 从 而 , 6(Fnn)=n 一 m++3, 即 Fn 与 Yi (i>n-m+4) 
无 关 . 口 


这 个 引 理 使 我 们 能 够 以 对 n 递 推 的 方式 构造 集合 {i>0||i|=n, 7(i) = 
2n—m+2}. 

引 理 8.3.8 对 于 任何 整数 m > 2, n>>0, 有 Jinn = Ton_m+2: 

证 明 令 4 为 式 (8.3.18) 右 端的 集合 . 由 引 理 8.3.6, 只 需 证 明 .7 = .4. 

首先 , 任 给 一 个 向 量 ie .mw 往 证 ie A. 由 式 (8.3.14), i 是 忆 mn 一 项 寡 指 标 
向 量 . 因为 Fn 是 一 个 半 次 齐 多 项 式 , 故 让 =m. 由 引 理 8.3.5, r( 信 一 2(2 十 ]) 一 m。 
从 而 ,ie .4. 

然后 , 任 给 一 个 向 量 ie .4. 往 证 ie .7 从 引 理 8.3.7 所 证 明 的 过 程 , 即 可 
以 推导 出 也 有 iE .mn 口 


由 这 个 引 理 可 知 ， Ps 和 592 -mt+2Xn(z) 相应 项 之 间 只 差 一 个 仅 依赖 站 e 
Ton_m+2 的 常数 . 因此 , 对 于 任何 整数 m >2 和 n>2, 可 以 记 


Bin= DD) onn(i)y. (8.3.19) 
i€ET2n-m+2 
定理 8.3.2 方程 式 (8.3.1) 的 解 由 系数 无 和 项 
0, m=0,1,n>0, 
1, m=2,n=0, 
2 ME m=3,n=1, 
Y2, m=2,n=1, 
n—mt+l p 
> w+2( > ojtmni (i)y’), n+2>m>2,n>2 
j=0 i€ET2n—m-—j 
(8.3.20) 
确定 . 
证 明 由 式 (8.3.5)、 式 (8.3.8) 和 式 (8.3.19) 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 


虽然 式 (8.3.20) 在 表示 上 简单 , 还 是 基于 式 (8.3.7) 并 沿用 式 (8.3.8) ~ 式 
(8.3.13) 的 过 程 , 但 便于 计算 , 而 且 , 随 之 可 求 出 式 (8.3.20) 中 的 系数 am,n (外. 


例 8.3.1 单 图 地 图 的 点 剖 分 . 一 个 地 图 称 为 单 图 的 , 是 指 它 的 基础 图 有 且 仅 
有 一 个 圈 . 为 讨论 根 同 构 类 , 规定 根 在 这 个 图 上 的 一 条 楼 的 外 侧 上 . 考虑 给 定 


(mi) = ( 根 点 次 ; 非 根 项 点 剖 分 向 量 ) 
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的 根 同 构 类 . 
在 图 8.3.1 中 ， 


Qa=Y: Fl= Yo; 

b= yy, cyiy2: Fs,2 = 2y1Yy2; 

d= 人 好， e=Yys: P22 = Yt+ yy; 

f =2y?y, 9 = yy : Fas = 3yfy2; 

h=y, i=Yy, j= ny2, k= yy = yys: Fs = 3y1y3 + 2y?ys; 
m= 2yiy2ys, n= Yiy2ys, 0= 2, p= YYys: Pas = 32y1Y2Yy3 + +Y Ya. 


ls 0 


六 了 
CAXD 


人 PDTDA 


图 8.3.1 非 要 点 为 1~3 的 单 轩 平 而 寺 图 的 根 同 析 类 
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8.4 超 轮 型 


在 文献 [55] 中 , 可 以 见 到 方程 
= y 
| f=2+2[ (a7) pe 


flz=0w=0 = 0, 
其 中 y= (yz,ys,y4…). 从 而 , yi 二 yyY…. 
将 方程 (8.4.1) 的 第 一 式 在 RR{z;y} 上 做 等 价 变换 . 令 
f=zh, (8.4.2) 
则 得 
h=z+] 卫 % (展开 介子 泛 西 下 的 部 分 ) 
=z+》 of (函数 六 与 加 无关) 


i>0 
=7+) ynhi. (8.4.3) 
iz1 
引 理 8.4.1 关于 f 的 介子 方程 式 (8.4.1) 与 下 面 关 于 h 的 函数 方程 , 在 整 域 
扩张 及 {z,y} 上 等 价 : 


| i (8.4.4) 
川 ==o=y=o = 0. 
证 明 由 式 (8.4.1) 和 式 (8.4.3), 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 
记 (hm = Omh= Hn (m>0), 则 
h=D Hnz™, hi=) Hz (i>2), (8.4.5) 
m2>0 m2>0 


其 中 HH e R{y}, m > 0. 进而 , 对 任何 整数 ;> 1， 
=], 


Hm, 
HH= m 
D HH, i>2. 
1=0 
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由 方程 (8.4.4) 的 第 二 式 , 即 始 条 件 , 可 知 
Ho = HU=0 (iz1). 
从 而 , 对 于 任何 整数 m > 1， 


Hm, i=1, 


HU = (8.4.6) 


m—l 

》 a 

1=1 

引 理 8.4.2 给 定 整数 m > 2. 对 于 任何 整数 i>m, 有 


Hr, i=m, 
HU = | (8.4.7) 
0, i>m+l. 

证 明 令 geRfz,y}. 用 dog 表示 9 中 z 竹 的 最 小 值 . 由 Ho = 0, 知 
dz( 凡 ) =i 当 m<gi-1 时 , 9mhi=0; 当 m=i 时 ,zj = HY. 这 就 是 欲 证 
的 结论 . 口 

这 个 结论 意味 着 方程 (8.4.4) 的 第 一 式 右 端的 无 穷 和 , 对 于 任何 一 个 给 定 整数 
m 都 是 一 个 有 限 和 . 


引 理 8.4.3 方程 式 (8.4.4) 在 RR{y} 上 与 如 下 方程 组 等 价 : 
PR 

l= 

总 > a (m > 2). 


可 = 
(8.4.8) 


证 明 由 方程 (8.4.4) 的 第 一 式 , 对 于 整数 m = 1, 从 始 条 件 导致 


(hi=1+y(MD1 SS Hi=1+wyH 
1 
1—y2” 
这 就 是 式 (8.4.8) 的 第 一 式 . 对 于 整数 m > 2, 有 
Hn = yn HN =y Hn +) yn Hd 
这 1 i>2 


1 i 
> Hn=7—) ya 
m 1 E+ m 


* 而 = 


这 就 是 式 (8.4.8) 的 第 二 式 . 口 
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因为 


故 式 (8.4.8) 变 为 


1 一 加 ” 


.~ 和 加 
Hm = yr 1 ep 


在 此 基础 上 , 可 继续 求 得 H。 和 Hs 的 显 式 : 


(8.4.9) 


惠 = Ty (将 (1 一 如 )-? 展开 ) 


2+n\ nm 
= 2 J (8.4.10) 
本 = 二 i HM (由 于 HI =2H,H,) 

(wj + iw 


2 
= 可 (展开 (Lo 和 (oo)-5) 


->((3") uta 站 本 到 (8.4.11) 


定理 8.4.1 方程 式 (8.4.1) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 ”由 引 理 8.4.1, 方程 式 (8.4.4) 与 方程 式 (8.4.1) 在 R{z,y} 中 等 价 . 进 
而 , 由 引 理 8.4.3, 方程 式 (8.4.4) 还 与 方程 组 式 (8.4.9) 等 价 . 可 以 只 讨论 后 者 . 

从 式 (8.4.10) 和 式 (8.4.11) 可 知 , 当 m < 3 时 , 利用 方程 组 式 (8.4.9), 可 知 这 
些 Hm 已 经 确定 . 

对 于 m 之 4, 假设 当 1< mm 一 1 时, 所 有 He R{y} 已 经 由 式 (8.4.9) 确定 . 往 
求 Hn 

因为 在 式 (8.4.9) 的 第 二 式 中 , HU (i<m 一 1) 都 只 与 及 (1<1<m-1) 有 
关 , 故 由 归纳 假设 , Hi 也 只 与 有 (1<1< mm 一 1) 有 关 . 从 而 , Hm 被 确定 . 

从 这 个 过 程 可 以 看 出 , 所 得 的 H,,, (m > 1) 是 方程 组 式 (8.4.9) 的 一 个 解 . 再 
考虑 到 此 过 程 对 于 始 值 | 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 便于 操作 , 还 得 进一步 讨论 H,， 的 齐 次 展开 式 . 令 n 为 未 定向 量 y 的 次 ， 
吓 =n. 注意 , 因为 y= (yz,y3,V4,…), 故 对 于 j 之 1 为 W+1 的 宕 . 

对 于 整数 m 之 1 和 nz0, 记 Hmn = [Hmjn 为 Hm 中 的 nn 次 齐 项 部 分 , 即 y 
的 一 个 次 齐 多 项 式 . 
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车 i 是 Hm,n 中 一 项 的 寡 向 量 , 则 令 
oi) = >》 (十 1) (8.4.12) 


了 >1 
引 理 8.4.4 对 于 任何 整数 mm > 2, n>1 和 ji>l 关于 有 有 o(i)= 


2n+m—i. 


证 明 ” 当 m=1 时 , 由 式 (8.4.9) 的 第 一 式 , 因为 对 于 任何 整数 n> 1， 
页 = 好, 所 以 有 o(i) =2n = 2n 十 由 一 1. 实际 上 , 这 也 是 [ 矿 四, 当 i=1 时 的 
情形 . 

对 于 m > 2 时 的 一 般 情 形 , 假设 小 于 m, n 和 i 时 引 理 的 结论 都 得 到 了 验证 . 
往 证 m, n 和 的 情形 . 为 了 叙述 的 方便 , 对 于 PeR{y}, 姑且 令 o(P) =o(i), 其 
中 宇 是 已 中 一 项 的 寡 向 量 . 对 于 由, = [HW],, 由 式 (8.4.6) 及 o 的 可 加 性 , 对 
于 ;> 2, 得 

o(HN,) =0([HAG-H),) = c([ 本 +c(LEEi。) 
=(2s+l—1)+(2(n—s)+(m—1)—(i—1)) 


=2n+m—i. 


这 就 是 引 理 的 结论 . 口 


推论 8.4.1 对 于 任何 整数 m>2 和 n>1, 关 于 Hmn, 有 ol(i)=2n+m1. 
证 明 ”这 只 是 引 理 8.4.4 中 i= 1 时 的 情形 . 口 


由 此 可 见 , o(i) 的 值 与 Hn 中 项 的 选择 无 关 . 我 们 可 以 记 omn = o(Hin,n) = 
2n+m 一 1. 为 了 叙述 的 方便 , 需要 引进 一 些 符号 . 令 


Hmn = {i 之 0|i 是 Hm 中 一 项 的 寡 向 量 }. (8.4.13) 
考虑 到 引 理 8.4.4, 记 
Lmn= {i>0|lil=n, oli)=2n+m—1}. (8.4.14) 
引 理 8.4.5 对 于 任何 整数 m > 1, Hm 与 所 有 y (1 > m+2) 无 关 . 


证 明 ”首先 , 对 于 m < 3, 由 式 (8.4.9) 的 第 一 式 、 式 (8.4.10) 和 式 (8.4.11) 
知 , 引 理 的 结论 成 立 . 然后 , 对 于 m > 4, 假设 当 i< m 一 1 时 , H; 都 满足 引 理 . 用 
归纳 法 , 往 证 当 i= m 时 的 情形 . 由 式 (8.4.7) 和 式 (8.4.8), 用 归纳 假设 , 即 可 得 欲 
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证 的 结论 . 口 
根据 引 理 8.4.7, 对 于 任何 整数 m > 1, 我 们 可 以 将 Hm € R{y} 视 为 有 限 向 量 
Ym+1 = (V2,Y3,** ,Ym+1) 
的 函数 | 
引 理 8.4.6 对 于 任何 整数 m >2 和 n>1, 关 于 Hm,n, 有 Hmn = Lmn. 


证 明 ”由 推论 8.4.1 可 知 , 对 于 任何 iE XHmn, 有 iE Lmn. 这 就 意味 着 
Hn EL ne 

另 一 方面 , 对 于 任何 ie Lmn, 往 证 iE Hmn. 当 m,n=(1,1), (2,1), (1,2) 和 

= (3,1), (2,2), (1,3) 时 , 由 式 (8.4.9) 的 第 一 式 、 式 (8.4.10) 和 式 (8.4.11), 可 
以 验证 这 个 结论 . 例如 , 对 于 (m,n) = (1,1), 由 引 理 8.4.5, 只 需 考虑 寡 向 量 (i1,i2). 
因为 对 于 整数 ii,iz > 0, 方程 组 |(it,iz)| = 入 十 记 = 二 1, x(i,iz) = 二 2 十 3i2 = 二 2 只 有 
一 个 解 (iiz) = (1,0), 即 有 L111={(1,0)}. 因为 所 1 =yo, 故 有 X11={(1,0)}. 再 
如 , 考虑 方程 组 三 十 + 各 =2, 2i 十 3iz 十 4is 二 6 的 解 ,得 £3,2 =={(0,2,0), (1,0,1)}. 
对 于 (0,2,0), 有 (yo， te 二 姐 . 对 于 (1,0,1), 有 (y2,ys,ys)(100 = yoya. 由 
人 = 2 好 二 42 可 见 (0,2,0)，(10,1) <s Xa.2. 由 此 我 们 可 以 假定 , 对 于 任何 整 

数 (i 站 < (mn); 有 LiyS His, 往 证 Cmn SG Hmn, 


令 ie Cnn. 由 式 (8.4.9) 和 式 (8.4.10), 知 


(m+n)! ex 加 
Hmn = mm TI Wt Dn ma 小. 


由 引 理 8.4.5, 内需 考虑 =im. 车 各 天 0, 则 只 能 有 im =1 记 二 n 一 1( 否 则 将 小 于 
(m,n) 的 情形 , 或 无 解 ). 否则 , 必 存 在 i (1 < i< m 一 1), 使 得 i=ei+, i ELst， 
(s,t) < (m,n). 其 中 ei 的 第 i 个 分 量 为 1, 其 他 分 量 全 为 0. 基于 归纳 假设 , 上 式 


右 端的 求 和 号 内 有 一 项 的 寡 向 量 为 二 由 此 就 得 iE Hm,n. 口 
现在 , 引进 一 个 新 的 函数 . 令 
加 (z) = (Dy 小 (8.4.15) 
JP2 
记 
Gatn_D+m = {i>0|i 为 B20" -Dt™y(z) 中 一 项 的 短 向 量 }. (8.4.16) 


引 理 8.4.7 对 于 任何 整数 m >>2 和 n>1, 关 于 2" 1"yn(z), 有 


9o2m_D+m = Lmn: 
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证 明 ”对 于 任何 整 向 量 i>0, ie 9am_D+m, 因为 i 是 BE" 了"my,(z) 中 一 
项 的 朝向 量 , i 为 方程 组 
Di = 
jz1 
DI+D)i=2ntm-1l (>0,j>1) 
Jj>1 
的 一 组 整数 解 . 这 就 意味 着 ie Lmn. 反之 , 对 于 任何 整 向 量 i>0, ie Lmn. 因 
为 i 是 这 个 方程 组 的 一 个 解 , 故 有 ie 92(n_1)+m. 综合 上 述 两 个 方面 , 即 得 欲 证 的 
结论 . 口 
从 引 理 8.4.4 和 引 理 8.4.6, 对 于 任何 整数 m > 2 和 n> 1, 即 可 得 
Lmn = G2(n-1)+m: (8.4.17) 
因为 


nD)+m ns 
82m-D+mmyn(z) = Wp 可 (8.4.18) 
故 由 引 理 8.4.7 知 , 存在 Bi € RR|, iE 92(n-1)+m, 使 得 
ns 
Hrmn 2 (8.4.19) 
定理 8.4.2 方程 组 式 (8.4.8) 的 解 有 如 下 系数 无 和 的 正 项 和 显 式 : 


Dw, m=2, 


n>0 


Hn = 2 i (8.4.20) 
其 中 Bi 的 含义 由 式 (8.4.19) 给 出 . 
证 明 ”由 式 (8.4.9) 的 第 一 式 , 得 式 (8.4.20) 的 第 一 式 . 因为 
Hy Hs 
n>1 
故 从 式 (8.4.19), 即 得 式 (8.4.20) 的 第 二 式 . 口 


例 8.4.1 超 轮 的 点 剖 分 . 一 个 超 轮 就 是 这 样 的 一 个 平面 根 地 图 , 它 的 对 偶 是 
一 个 不 可 分 离 的 外 平面 地 图 , 或 者 说 , 删 去 其 根 顶 点 所 得 的 是 一 个 树 . 令 Fmn 是 
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根 顶 点 次 为 m、 非 根 项 点 数 为 n 和 项 点 剖 分 向 量 为 y = (yo,ys,ya,…) 的 超 轮 的 
根 同 构 类 数 , 则 户 %, = Hm_1n (m >2,m>0). 由 式 (8.4.9) 的 第 一 式 , 可 得 
Hi= DH 和 > 好 
n>0 n>0 
三 1 二 级 十 垦 十 妮 十 刀 十 妃 十 组 十 …. 

这 就 意味 着 F2o = Hio=1, Fai = Hi = Yo, Fa2 = Hiz = 92, Pos = Hs =, 
F2a = Hia =Y4, Fa,s = Hi,s =%3, F2e = Hie =. 

在 图 8.4.1 中 , 提供 了 a=1= Fo,b=ys= Fz,c= 角 = Fy2, d=%3= Fs, 
e=W= Fa, f=B= Fs, 9=%= Fe. 


e 了 9 
图 8.4.1 根 项 点 次 为 2、 非 根 项 点 数 不 超过 6 的 超 轮 的 根 同 构 类 


由 式 (8.4.10), 可 得 
2 二 让 ! 
H2=) Hzn = bE pm Yay2 
n>0 i>0 
=Y3+ 3y2ys+ 6y2ys + 10y2ys 十 … 

这 就 意味 着 Fs1 = H21 = ys, F32 = Ho,2 = 3y2y3, Fs,3 = H23 = 6y2ya, Fs4= 
Hz = 10y2ys. 

在 图 8.4.2 中 , 提供 了 a=ys = Fy1,b= 3y2ys = Fy2, c+d = 3y2ys +3y2y3 一 
6y2ys = F3,3, e+ f +9 = 3y2ys + 6y2y3 + Yy2ys = Fy,a: 


例 8.4.2 不 可 分 离 外 平面 地 图 的 面 剖 分 . 在 方程 式 (8.4.1) 的 解 中 , Fm,n = 
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VO 
Voy 


图 8.4.2 根 项 点 次 为 3、 非 根 项 点 数 不 超 过 4 的 超 轮 的 根 同 构 类 


Hm-1mn 还 提供 了 不 可 分 离 外 平面 地 图 , 对 于 给 定 根 面 次 m 和 非 根 面 数 n 按照 项 
点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 数 . 
由 式 (8.4.11), 可 得 
= Hn = (Sy + te) ys 
iz0 


< 31il 41il 
= Ya + hy2ya + 2 + 10y2y? + 10y2ya + 30y2y2 + 20y3ya 十 … . 


这 就 意味 着 Fa = Hs = ya, Faz = Ha2 = 4y2ya + 2y3, Fas = Ha,s = 10y2y3 十 
10y3ya, Fa,a = H3,4 = 30y3y3 + 20y3ya. 

在 图 8.4.3 中 ,提供 了 a=ys= Fai,b+c=2y23+4y2ya = Fa2, (d+f)+(e+g+ 
h)=(2+8)y2y3+ (4+2+4)y2ys = 10y2y3+10y2ya = Fa, (i+j+k+l+m+n)+ 
(0+p+g+7) = (8+4+8 二 4 十 4 十 2)y2y3 十 (4 十 8 十 4 十 4)y3ya = 30y2y3 十 20y3y4 一 
Faa. 

例 8.4.3 不 可 分 离 外 平面 简单 地 图 的 面 剖 分 . 在 方程 式 (8.4.1) 的 解 中 可 以 
看 出 . 


例 8.4.4 不 可 分 离 外 平面 二 部 地 图 的 面 剖 分 . 在 方程 式 (8.4.1) 的 解 中 可 以 
看 出 . 


例 8.4.5 不 可 分 离 外 平面 简单 二 部 地 图 的 面 剖 分 . 在 方程 式 (8.4.1) 的 解 中 
可 以 看 出 . 
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图 8.4.3 ” 非 根 顶 点 数 为 1 ~ 3 的 单 圈 平 面 的 根 同 构 类 
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8.5 冬 梅 型 


在 文献 [22,24] 中 , 可 以 见 到 方程 
| (EE) =1+sf varsufle), 


1- 22 
flz=0w=0=1. 


(8.5.1) 


注意 , 在 8z,y 下 的 uf|z=w 更 正 了 原文 的 笔 误 4 十 uf|z=, 而 且 , 始 条件 也 不 同 了 . 
为 方便 , 采用 方程 (8.5.1) 的 第 一 式 在 RR{z,y} 上 的 等 价 形式 


TYys 
f=1+ Tf +s (woeslufle=s)). (8.5.2) 

令 Fn=69f(= [fm)(m 之 0), id(y)= 则 ,其 中 i=(i,iz,ia,…), 即 y 的 宕 向 
量 , 由 = 记 十 记 十 i 十 …. 对 于 整数 n>0, 记 

Pnin = Fnlatw=n (= 5 Pray’)(= (Fn)), 
N=n 

或 称 Fn 是 Fm 中 的 所 有 n 次 项 之 和 , 即 一 个 齐 n 次 多 项 式 . 

由 此 可 见 


f= Dmr" = Fne™. (8.5.3) 
m2>0 m2>0 
由 
I > Fnr™—y > Fo 
Z 一 me m m: 
6zw(ufls-) a f yf y >0 >0 
2 一 外 一 
Tmtl ymtl 
m>0 "zy 
m 
zm+l yntio (rc— 何人 2 
i=0 
有 


Bonufles) = DF (Dry ) = DD Fry -iz 
m20 i=0 


i>0 m2>i 


=》， (DRT")s", 


m20 izm 
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从 而 


J voss lufle) = (on 有 mm 


m20 izm 


由 方程 式 (8.5.2), 得 


1=1+i (or 有 = zmtl (用 巩 代 替 m+1) 


m20 “这 mm 


+ (Fm). 


m2>l izm-1l 


在 式 (8.5.3) 和 式 (8.5.4) 的 基础 上 , 即 可 导出 


Zz :后 =1 ( 即 方 程式 (8.5.1) 的 始 条 件 ) 
= Fno=0 (m2>1), Fon=0 (n>1), 


zh = ynF: =hFot+yh +yF2+yFs+..: 


iz0 


22:= D uF: =hh+y Ft+yFst+yF t+..., 


iz1 


ZT: Fy=D yiF = P+y r+y Fty Fs + 


i>2 


3 = yaF = +yr +ysFs+yaFet.. 


i>3 


以 及 对 于 任何 整数 m > 5， 
Y3 
mFn=o——— Fnil+ _m+2Fl 
了 二 1 2 +2F 
= (wn) -1+ >， Ym+2R. 
Im-1 


下 面 , 对 任何 整数 m > 1, 为 确定 Fn (n > 1) 作 些 理论 准备 . 令 


Fm 所 有 系数 非 0 项 的 y 的 寡 中 的 最 小 者 . 


， 


) 
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(8.5.4) 


(8.5.5) 
(8.5.6) 


(8.5.7) 
(8.5.8) 


(8.5.9) 


(8.5.10) 


min(Fm) ) 为 


引 理 8.5.1 给 定 整 数 m > 1. 对 于 任何 整数 n>1, 如 果 n<m-1 则 


Fnn =0. 


证 明 由 式 (8.5.5), 知 Fo = 0(m > 1). 因为 min() > 


> 1), 故 由 式 


{8.5.6), 知 min(F1) = min(ysFo) = 1. 对 于 m=2,， 由 式 2 min(F) = 
min(yaP) =1+ min(F) =2. 从 而 , Fnj = 0(0 < j < 1). 一 般 地 ， 对 于 2<s< 


246 组 合 泛 函 方程 论 


m 一 1 假设 有 环 ,; = 0(1 < j < m 一 2). 用 归纳 法 , 往 证 对 于 s=m, 有 Fmj=0 
(0< jg m 一 1). 从 归纳 假设 , 知 min(Fm-1) 二 m 一 1. 由 式 (8.5.10), 知 
min(Fn) = min(ysFm_ 1)=1+min(Fn 1)=1+(m—1)=m. 
y y y 
从 而 , Fnj =0 (1<j<m-1). 口 
这 个 引 理 的 证 明 意味 着 , 对 于 任何 整数 m > 1， min(Fm) >m. 
引 理 8.5.2 对 于 任何 整数 m, n> 1, Fmn = (1 十 ya)” 当 且 仅 当 n=m. 


证 明 当 m=n=1 时 , 由 式 (8.5.6), 可 得 Fi = yaFo,o 二 yiFoo = Yi 十 Va. 
对 于 m =n >2 时 的 情形 , 假设 对 于 任何 了 (1 < j < m 一 1), 有 ;= (y+ya)’， 
用 归纳 法 , 往 证 Fm,m = (y 十 ys)”. 由 式 (8.5.10), 知 


Fmm= (UP ， =YysFm-_im-1+ Yi Fm-im-1 
130 
= (Yi +y3)Fm-lm-1 = (Yi+ys)™. 
考虑 到 Fm 是 Fn(y) 中 m 次 齐 项 部 分 且 这 个 m 次 齐 多 项 式 具 有 唯一 性 , 即 得 
引 理 的 结论 . 口 


上 面 两 个 引 理 所 处 理 的 都 是 低 次 项 的 情形 . 下 面 的 引 理 则 是 讨论 式 (8.5.10) 
中 无 上 限 求 和 的 高 次 项 的 情形 . 


引 理 8.5.3 对 于 任何 整数 m 和 n (n>m 之 1), Fmn 与 所 有 yi; (i>n 一 m 十 2) 
无 关 . 


证 明 由 式 (8.5.10), 对 于 任何 整数 n>m>1, 有 


本 = (ya Fn)nt+ >》 (Yimt2Fi)n 


1>0 ipm—1 


= ys Fmn_unil 后 > Yi_m+2Fin-1 


120 i>m—1 
于 一 mm n—l 

= yhFn nit 》 ymaPinl. (8.5.11) 
1=0 i=m—1 


在 此 基础 上 , 对 于 较 小 的 整数 m 和 n, 可 以 验证 五 ,a 满足 引 理 的 结论 . 对 
于 一 般 情 形 , 假若 锯 ,_1 (m 一 1<i<n 一 1) 满足 引 理 的 结论 , 对 n 用 归纳 法 . 
因为 yi_m+z (m 一 1<ign 一 1) 不 含 yi (i>n 一 m 十 2), 所 以 Fnn 与 所 有 yi 
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(i 之 n 一 m 十 2) 无 关 . 口 


基于 上 面 的 三 个 引 理 , 对 于 整数 m,n > 1, 我 们 可 以 按 m 十 n > 2 由 小 到 大 ， 
然后 m 由 大 到 小 的 次 序 确定 Fn. 例如 , m+n=2: Fl; m+n=3: Fz, Fi2; 
m+n=4: Fa P22, Fis; m+n=5: Fa Fa, 及 3 Fa; 等 等 . 由 引 理 8.5.1, 
有 到 1 =0, Fa =0, 以 及 Fi = 己 2 二 0. 为 方便 ,对 任何 函数 ge Rf{y}, 记 (g)n 
为 函数 g 中 的 n 次 齐 多 项 式 . 

利用 式 (8.5.11), 得 


1-1 


Fi1=YhFoot+ Dy Fo = YFoo+ysFo,o0 = +ys. 
er 


从 而 , 当 n=1 时 , 只 有 所 ,1 = 这 是 m+n 二 2 时 的 情形 . 
当 m+n=3 时 , 只 需求 五 ,2. 由 式 (8.5.11)， 有 


1 1 
Fa= Dy Pot ynB 
1=0 i=0 


= Yay2Fo.o + YF = Yays + Ya (Yi + Yy3) = YY + 2Y2Ys. 


当 m 十 n= 二 4 时 , 要 求 及 3 和 忆 2. 由 引 理 8.5.1, 知 Fz = 好 ,只 剩 下 五 3. 
由 式 (8.5.11), 有 


多 2 
Fs= > ys Fo 中 > ora 


1=0 i=0 
= yay Foo + ya Pi,2 + ysF2,2 
= yys +y2 (yy2 + 2y2y3) + ys(y + ya) 
= ya(3y2ys + yy2) + ys(Y + ya) 
= +2yy3 + yy + 3y2y3 +Y. 
当 m+n =5 时 , 要 求 Fi4 和 下.a. 在 引 理 8.5.1~ 引 理 8.5.3 的 基础 上 , 由 式 
(8.5.11), 先 求 


1 2 
Fas= Dy Fat DyiF2 
1=0 i=1 


= YP,2+ yy + Fi2 + YF,2 
= YayaFl1+ (Ya+) Fi2+ YF2,2 

2 
= Yaya(y + ys) + (+ya) (yy + 2y2ys) +y2(W + Ys) 
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= 6y1y2ys + 2y?y2 十 4 他. 


然后 , 由 式 (8.5.11), 求 


3 3 
Fa= Dy Fo + DyinFs 
1=0 


i=0 
= Yay Foo + yaF2.3+yaFy,3 
= Yay2 + ys(6y1y2ys + 2y? Yo + 4y1Y3) + Ya(Y + Ya)? 
= (6y2y3 + 3y3y4) + YI? (2y2Y3 + 3yaya) + YIys 
+ 4y2y3 + YYa + YBYa. 


定理 8.5.1 方程 式 (8.5.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 从 式 (8.5.4) ~ 式 (8.5.10) 的 过 程 可 知 , 由 式 (8.5.11) 所 得 到 的 Fm 
(m,n 之 0) 确定 了 方程 式 (8.2.1) 的 一 个 解 . 考虑 到 这 个 过 程 在 尺 {z,y} 上 的 唯一 
性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


对 于 任何 y", 记 


7(n) = 了 in (或 7(y")). 
i=]1 
对 于 的 一 个 多 项 式 Fn, 也 记 
P(Fnn) = {n|n 是 ,a 中 一 项 的 朝向 量 }. 


引 理 8.5.4 对 于 任何 整数 m=n>1, 记 n= Fy, 则 7(Fy)= {mi(n)|0< 
ign), 其 中 


mi(n)={7(n)=3n-2ilneP(Fy)} (Ogign). (8.5.12) 


证 明 由 引 理 8.5.2, 因为 对 于 n>1, 有 
Bn=D, 的 My, 
i=0 


(好) 二 证 3(n 一 让 二 3n 一 2i, 所 以 
(Fs) = {3n,3n —2,3n— 4,.… ,+2,n}. 


因为 这 个 集合 中 的 n 十 1 个 元 素 互 不 相同 , 上 且 Fn 共有 mn 十 1 项 , 所 以 i(n) = 
T( 角 好 “(0 <i<n). 从 而 , 式 (8.5.12) 成 立 . 口 
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由 引 理 8.5.4 知 , 对 于 任何 整数 m = n > 1, Fnn 是 一 个 n 次 齐 n 十 1 项 式 ， 
而 且 


n 


(Fnn) = D7(Fin)(=7(Fin)), 
其 中 
7(Pin)= {7(n)|r(n) =7(y ya)=3n 2, neP(Fy)} (0<ign). 
引 理 8.5.5 ”对 于 任何 整数 n 一 1 >m >1, 有 
(Fimn)= {7"(n)|0 < ign—1}, 
其 中 
Min)=2n—-m+2i (0<ign—1). (8.5.13) 


证 明 首先 , 对 2< m+n<5,n>m>1, 从 上 面 的 讨论 已 经 得 到 结论 . 由 引 
理 8.5.4, 只 需 考虑 


Fs=yy+2yYys SS TFi2)= {ryy), 7 (yys)} = {3,5}. 
因为 3=2x2-1+2x0=7o(i2), 5=2x2 一 1+2Xx1=A(Fi2), 所 以 五 2 满 
足 引 理 的 结论 . 由 此 有 
P(F12) = Po(F12)+Pi(Fi2)={(1,1,0)}+{(0,1,1)}. 
由 
Fs =y2+ 2 y+ yy + yys +y3, 
可 得 
(Fi3) = {5,7,5,7,9} = {5,7,9}. 
因为 5=2x3-1+2x0=7o(Fia), 7=2x3-1+2x1=m(Fis), 9=2x3— 
1+2x2=T2( 玉 3), 所 以 iis 满足 引 理 的 结论 . 由 此 有 
P(F1,3) = Po(F1,3)+Pi(Fi,3)+P2(Fi,) 
= {(1,2,0), (2,0,1)}+{(1,0,2), (0,2,1)}+{(0,0,3)}. 
相仿 地 , 可 验证 Fs 和 Fa. 


对 于 n 之 m 之 3 时 的 一 般 情形 , 假设 当 t< s<n 一 1 时 , 所 有 瓦 ， 都 满足 引 
理 的 结论 , 往 证 Fn 满足 引 理 的 结论 . 
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由 式 (8.5.13), 对 于 n>m>3, 有 


n—m n—l 
TFnn)= [) r(yag Fn an) WU) rmt2aFn). 
1=0 l=m—1 


由 归纳 假设 , 得 
(ya Fm_int1) = {3+21+ (2(n—l+l)—(m-1)+2i)|0<i<n—!—2} 
={2n—m+2i+2|0<ign—!—2} 
={2n—-m+2i|ll<ign—l—1)}, 
(YmtaPni) = {1 -m+2+ (2n—1) -1+2i)|0<i<n—2} 
={2n—m+2i|l0<ign—2}. 
因为 当前 者 !=0 时 是 i=n 一 1 时 的 情形 , 故 由 两 者 的 并 , 得 
TFnn)= {2n -m+2il0<ign-1}. 
这 就 是 引 理 的 结论 . 口 
考虑 到 引 理 8.5.4, 只 要 注意 在 式 (8.5.13) 中 , 当 m =n 时 , 添上 i=n 时 的 情 
形 , 即 得 式 (8.5.12). 


推论 8.5.1 对 于 任何 整数 n>m>1, 有 7(Fimn)= {mi(Fmn)|0<ign), 
其 中 


mi(Fnn)=2n—m+2i (0<ign). (8.5.14) 
六 
=w(z,y) = 》 yert, (8.5.15) 
大 >1 


则 对 于 任何 整数 n>m > 1,i>0, 记 
Lzn-_m+t2i 二 {n|n 为 82"-m+?iwn(z) 中 一 项 的 寡 向 量 }. (8.5.16) 
对 于 任何 整数 n>m>1,n-1>i>0, 记 
Nmn) = {n>20|In|=n7(n) =2n m+). (8.5.17) 


引 理 8.5.6 任 给 整数 m,n > 1, 有 Ni(m,n) = [2n_m+2i: 
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证 明 首先 , 对 vn e L2n_m+2i, 由 
Djin;=2n -m+2i 
i221 

和 |n|=n, 即 可 知 n € Ni(m,n). 

然后 , 对 neE Ni(m,n), 由 In|=n, 导致 

Din;=2n—m+2i, 


j>1 
从 而 也 有 n€ [2n_m+2i. 口 
对 于 y 的 任何 一 个 至 少 1 次 齐 多 项 式 P, 用 |P| 表示 将 已 的 所 有 系数 取 
1 的 多 项 式 . 事实 上 , 推论 8.5.1 意味 着 , 对 于 任何 整数 n> m > 1 |Fi(m,n)|= 
|O2n -m+t2in(z)|(0 < i g n). 
引 理 8.5.7 任 给 整数 m,n > 1, 存在 一 个 常数 al™", 使 得 


al™ ln! 


Fi(m,n) =al™" gm"-™"o,(z) = rl (8.5.18) 
NEL2n—m+2i 
其 中 n= Inl. 
证 明 由 推论 8.5.1 和 函数 w"(z) 的 形式 , 即 可 得 引 理 的 结论 . 口 


由 此 , 我 们 可 直接 导出 方程 式 (8.5.1) 的 解 , 使 得 其 所 有 系数 都 无 和 的 显 式 . 
定理 8.5.2 方程 式 (8.5.1) 的 解 , 记 为 fwn, 有 形式 
0, m= 0, 


Om fwnt = [mnlnl 8.5.19 
Pim = 立 立 a (8.5.19) 


! 
n>m i=0nENi(mn) a 


其 中 Nn 由 式 (8.5.17) 给 出 . 
证 明 由 引 理 8.5.7 和 方程 式 (8.5.1) 解 的 形式 , 即 得 定理 的 结论 . 口 


事实 上 , 以 式 (8.5.11) 为 基础 , 所 确定 的 ,本 身 就 是 一 种 正 项 和 的 形式 ， 
按照 m 二 n 由 小 到 大 的 次 序 , 求 得 的 解 如 式 (8.5.19) 所 示 的 形式 , 自然 也 得 知 其 
中 那些 系数 al 中. 

例 8.5.1 冬 梅 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 类 . 一 个 冬 梅 就 
是 一 个 平面 根 树 , 允许 在 一 个 非 根 悬 挂 点 处 关联 至 多 一 个 圈 , 注意 , 这 里 的 根 点 不 
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在 圈 上 . 方程 式 (8.5.1) 的 一 个 实际 意义 , 就 是 Fn 提供 了 根 顶 点 次 m、 非 根 顶 
点 数 n 这 种 地 图 按 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 数目 . 例如 , 在 图 8.5.1 中 ， 
(a+b)+(ct+d+e) = (y+ys)+ (Yiy2 + yay + yays) 
= (1+y3)+ (Yiy2 + 2y2ys) 


=F1+F,2, 


f+g+h=% +2yys+y = Fa,2. 


a b c a 
e ¥ 9 h 
图 8.5.1 非 根 顶点 数 为 1 ~ 2 的 冬 梅 地 图 的 根 同 构 分 类 
在 图 8.5.2 中 ， 


atbtet+(d+f+9)+e=%h2+2y + yys + (yys+ ys +2ys) t+ 人民 
= 人 + + yy + yy + = Ps, 
ht+iti+k=9 +3yy+ yy +y = (Yi + ya)’ = Fy,a, 
(+m+n)+o+(p+q) = (2yiy2ys + 2yiy2ys + 2y1Yy2ys) 
+ 2yfy2 + (2y2y3 + 2y2y3) 
= 6y1y2ys + 2y2y2 + 4y2y2 = Po. 
在 图 8.5.3 中 ， 


(at+bt+c)+(d+e)+h+(f+g)+it+(j+k)+(l+m) 
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a b c a 
o o | | 
e 上 9 h 
olo 
9 
o 
o o oo° 
o 
i | k i 
m n 0 卫 
ol° 
q 


图 8.5.2 非 根 顶 点 数 为 3 的 冬 梅 地 图 的 根 同 构 分 类 
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于 名 
中 下 下、 
YY 


图 8.5.3 ” 非 根 项 点 数 为 4 的 冬 梅 地 图 的 根 同 构 分 类 


o 
o 


= (2+2+2)yvy2y3 + (2+ 1)yydys + 2y?y2ya + (1+2)y?yays 

+ yya + (2+2)y2y? + yys + yy 
= 6y1y2y? + 3y1y3ya + 2Y? yay3 + 3YPyaya + ydya + Ay2y? + YBy3 + ydya 
= 
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8.6 ”无 裂 外 面 型 


在 文献 [30] 中 , 可 以 见 到 方程 


| f= a 让 一 42), (8.6.1) 


flz=0w=0 = 0, 


其 中 je R{z,y}. 

因为 它 的 一 个 解 与 无 裂 点 的 外 平面 地 图 有 关 , 故 称 之 为 无 裂 外 面 型 的 . 

将 方程 式 (8.6.1) 中 介子 泛 函 下 的 部 分 在 R{z,y} 上 作 等 价 变换 , 以 便 展开 . 
由 


Blfle) = He DB 7) 


2 330 
j-2 
=zy Yn( sp) i > 入 Fzttiyi-k-!, 
jz>1 k=0 大 >0 j>k+1 
有 
TYyOry(flz=u) 十 二 20 1 十 J 一 上 2k 一 2 
2 Fr: yiti-k = Fzr'y 让 二 7 一 
1 一 2y .2 让 ne 
由 此 即 可 得 
zyOry(flz=u)) _ i 
上 人 二 > Fyj+i—2k-2T 
jok+ Tk20 


去 > Fyj+i_2k-27 


DR 


= ( 2 二 > )5 Yjti2k 27 (8.6.2) 


iz2 ee be 一 2 
将 式 (8.6.2) 代入 方程 式 (8.6.1), 就 得 


f=2+( D+ YD Biya-2r™ (8.6.3) 


m2 DA om 
1cj5m 一 
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因为 式 (8.6.3) 的 右 端 有 一 个 因子 zx, 所 以 
jz=o=y-o= 丽 =0 


是 方程 式 (8.6.1) 的 始 条 件 , 式 (8.6.3) 本 身 就 在 尺 {z,y} 上 与 方程 式 (8.6.1) 等 价 . 
又 因为 式 (8.6.3) 右 端 的 求 和 号 内 带 一 个 因子 z?, 故 


=Bf=0. 
从 而 , 求 方程 式 (8.6.3) 在 RR{z,y} 中 的 一 个 解 , 只 需要 对 整数 m > 2, 找到 一 组 在 
RR{y} 上 的 函数 Fm, 使 得 


1+( 2 十 > ) Pym 2k-2， 人 一 2， 


1 


( 2 + 下 Ja jYm+j—2k—2) m2>3. 


a 
jm 


为 了 确定 Fm, 还 要 将 它 的 项 按 yr 的 寡 向 量 的 次 , 即 n= |n| 分 类 . 记 Fn 
为 Fm 中 的 n 次 项 部 分 , 用 [Fimjn 表示 . 也 就 是 说 , Fn = [Fmjn. 由 式 (8.6.4), 当 
n= 二 0 时 , 对 于 任何 整数 m > 2， 


(8.6.4) 


Fn = 


1 
Fm,o = [Fmjo = (8.6.5) 
0，m>3. 


因此 , 只 需 讨 论 n > 1 时 的 情形 . 又 从 式 (8.6.4) 可 知 , 对 于 任何 整数 n> 1， 


ME (eh 


OSk<j—2 Ockem—2 
2¢j<m j>m+1 


=( > 二 > )yitm-2r-2[Fln-1 


oo 
2<J<m 


=( > + 之 jg (8.6.6) 


引 理 8.6.1 对 于 任何 整数 m > 2, Fm 与 yi 无 关 . 


证 明 ”因为 在 式 (8.6.4) 中 , m > 2,J > 2, 且 当 m=2, j=2 时 ,大 =0, 所 以 
j 十 m 一 2k 一 1 之 2 十 2 一 0 一 1 = 2. 从 而 , Fn 只 可 能 与 y (1 > 2) 有 关 . 后 


由 引 理 8.6.1, 我 们 只 讨论 y = (yz,ya,ya,…) 即 可 . 先 用 式 (8.6.4), 看 一 看 
m= 二 2 和 3 时 的 情形 . 对 于 m = 2, 因为 在 前 一 个 求 和 部 分 中 ， 


m=2 = j=2 = k=m-2=0, 
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在 后 一 个 求 和 部 分 中 ,=m 一 2=0, 所 以 


= We =1+ Fy+ ) Fy; 
j>2 j>3 


和 
= 二 +2 TEA (8.6.7) 


在 此 基础 上 , 对 于 整数 n> 0, 即 得 


1 n=0, 
Bn) ua Wis (8.6.8) 
B+ WyFni, n>2. 
J>3 !=0 


对 于 m = 3, 因为 在 前 一 个 求 和 部 分 中 ， 
m=3 > 2<j<m=3 > 0<k<j-2， 


在 后 一 个 求 和 部 分 中 , 0<k < 1, 所 以 


R=( DD 5)5 jYj- 2k+1 = Foys+ Fy(y;- 1+Yj+1) 


o<kcj 一 2 Ockel 7J>3 
2¢J<2 123 


-es oo 
在 此 基础 上 , 对 于 整数 n > 0, 即 得 
0， n=0, 
a= ye N=1, 
DFan_k_iya(ya 十 ya)* 十 > Pink1(Y1 + ) (Ya + ya)", n> 2. 
k=0 Ockcn—2 
业 (8.6.10) 
引 理 8.6.2 对 于 任何 整数 m > 2, 有 
Y m=2, 
Fi= ys m=3, (8.6.11) 
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证 明 当 m=2, 3 时 , 引 理 的 结论 分 别 由 式 (8.6.8) 和 式 (8.6.10) 中 n=1 时 
的 情形 给 出 . 对 于 n > 4, 由 式 (8.6.6), 有 


tl( + Juwrw 


OSk<j—2 。 0<k<m 一 2 
I>m+1 


=( > + >» )yitm-2r_2 Fo 


0 
2<j<m 
0 


Dym_2rF2.0 = Ym-: 
k=0 


从 而 , 引 理 的 结论 成 立 . 口 
在 这 个 引 理 的 证 明 中 , 显示 了 Fm,1 完全 由 Fo 确定 . 
定理 8.6.1 方程 式 (8.6.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 ”因为 方程 式 (8.6.1) 与 式 (8.6.4) 在 RR{z,y} 上 等 价 , 故 只 需求 出 满足 
式 (8.6.6) 的 一 组 Fnn (m > 2,n >0). 

上 面 的 式 (8.6.5) 和 式 (8.6.10) 分 别提 供 了 n=0 和 n=1 时 的 情形 . 引 理 
8.6.2 自然 启示 我 们 , 对 于 n> 2, 利用 数学 归纳 法 . 假设 对 于 任何 整数 0< s < n 一 1， 
Fn,s 满足 式 (8.6.6), 往 求 n,n, 使 得 它 满足 式 (8.6.6). 在 式 (8.6.6) 的 基础 上 , 通 
过 归纳 假设 知 户 ，_1 (7 > 2) 已 被 确定 , 即 求 得 及 ,。 (n > 0). 由 此 , 方程 式 (8.6.1) 
在 R{z,y} 中 有 一 个 解 . 

进而 , 由 求 Fi 过 程 的 唯一 性 , 可 知 方程 式 (8.6.1) 的 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


可 惜 的 是 这 个 定理 提供 的 瓦 ,* 通常 总 是 无 限 和 , 尤其 不 便 实际 计算 . 为 了 解 
决 这 个 问题 , 引进 一 个 新 的 参数 s, 使 得 对 于 任何 me L(Fmn)， 
=》 0+lDm (=7(y")). (8.6.12) 
j>1 
由 此 得 
in Pn, (8.6.13) 
s>0 


事实 上 , 当 n=0 时 ,对 于 m 之 2, 在 Fmo 中 只 有 一 项 , 即 F2,o=1, 使 得 x(F2,0)=0. 
还 有 , 对 于 任何 n>0,n 关 0, 有 s 之 2. 由 此 我 们 可 只 讨论 s > 2 时 的 情形 且 不 失 
一 般 性 . 


引 理 8.6.3 对 于 任何 整数 n>1, 在 PW™" 中 , s 三 mm (mod 2). 


第 8 章 外面 型 介子 方程 259 


证 明 首先 , 当 n=1 时 , 由 式 (8.6.11) 因为 Fri = 各 (m 之 2), 所 以 
(Fn1) =m. 从 而 , s = mm. 自然 , s 三 mm (mod 2). 

然后 , 考虑 n>2 时 的 一 般 情形 .对 nn 用 归纳 法 ,假设 x(F)=m (mod 2)(1 < 
1<n 一 1, m 之 2). 往 证 , 7(Fmn) 三 m (mod 2). 由 式 (8.6.6), 有 


(Fnn)=(j+m—2k—2)+n(Fn-1) 
三 2j+m—2k—2 (mod 2) 
三 mm (mod 2). 
即 对 于 任何 整数 n>2, 在 Pl™" 中 , s 三 m (mod 2), 引 理 得 证 . 0 


由 a=0, 下 =0, 可 知 已 "om =0, P4" =0 (s >>0,n>0). 由 式 (8.6.5) 知 ， 


对 于 m>2， 
Plm0) 二 | 1, m=1, 


0，m 3. 


基于 这 些 , 为 了 求 PY™”, 我 们 只 讨论 m > 2, n >1 和 s > 2( 引 理 8.6.1) 时 的 情 
形 即 可 . 


引 理 8.6.4 对 于 任何 整数 m >2, 有 mip{s|vPI™"}=m=7(Fmn). 
证 明 ”对 于 任 一 给 定 的 m > 2, 有 
min{s| Ps™™} 
三 mig{7(n) neL(Fmn),In|=n} (由 x(n) 对 n 的 单 增 性 ) 
=mip{™(n)|neL(Fmn),ln|=1} (由 m(n) 对 ny 和 j 的 单 增 性 ) 
=7(Fni)=m. 
由 此 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
这 个 引 理 告诉 我 们 , 若 记 已 为 由 f 中 所 有 满足 x = s 项 的 总 和 , 则 对 于 


m2>2, 


L(s—2)/2] 
而 后 和 ao-2LP(*-201+0) (8.6.14) 
!=0 


是 R{z,y} 上 的 一 个 多 项 式 . 
引 理 8.6.5 多 项 式 已 与 y (1> s+1) 无 关 . 
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证 明 用 反 证 法 . 假若 已 与 某 y (1 > s+1) 有 关 , 则 存在 一 项 加, 其 中 
2 = ( 轨 ,Y2,Yy3，…), 使 得 ns+l > 0. 这 就 导致 
7(n) = 》 jn; (注意 , 这 时 总 有 ni = 0) 
j>1 


一 > jnj+(s+1)nsti2> s+1>s, 


j¥s+1 
jz22 


与 s=T(mn) 矛盾 . 口 


为 了 避免 向 量 y 及 其 宕 n 的 分 量 下 标 间 不 经 意 地 引起 混淆 , 此 后 如 不 特别 
说 明 , 总 用 这 个 引 理 证 明 中 所 用 的 y 和 n 的 形式 . 与 前 面 用 的 在 下 标 上 只 差 一 个 
错位 . 

下 面 看 一 看 , 如 何 确定 P, e R{z,y}(s > 2). 


定理 8.6.2 方程 式 (8.6.1) 的 解 由 下 面 在 R{z,y} 上 的 多 项 式 确定 : 


Ya?, s=2. 
az3， 3 一 3， 
2az4 十 好 2， 交 二 外 (8.6.15) 
L(s—2)/2] 
Wezs 十 > zp 24), s>5. 
1=1 


证 明 在 式 (8.6.14) 的 基础 上 , 可 以 得 到 : 当 s=2 时 , 由 != 0, 得 


B= 0 -ye 


当 s=3 时 ,由 1=0, 得 


B=7° PY = Yar’, 
当 s=4 时 ,由 1=0,1, 得 
P= 2p 二 z2P(22 = yr + yz; 
当 s=5 时 ,由 1=0,1, 得 
Ps =75PD 十 zaP32) = yer5 + 2yoyar’; 
当 s=6 时 ,由 1=0,1,2, 得 


P= zs PD 十 24P(42) 十 z2P(23) Yer 十 Z4P(43) 十 好 z?， 
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其 中 PA = [Fa,2]e. 由 式 (8.6.6), 知 


F= ( bp 十 > )w-2r2 
=yaF2+ (ys+ys)F3+(y2+ya+ye)Fs + (yz + + y+2) Fy, 
i25 
即 得 
Pl = [ya Fzle + [yaFanlet [ya Pan]e = 2y2ys + 
从 而 , 有 
Ps = Yer + (2yays +Y2)7 + yar?. 
一 般 地 , 对 于 任何 整数 s > 6, 因为 P+9 仅 由 -211+o 确定 , 且 从 上 
面 的 讨论 知 及 ,20a+0 由 Fn (m < s 一 21) 确定 , 故 根据 数学 归纳 法 原理 , 由 方程 
式 (8.6.1) 与 式 (8.6.4) 的 等 价 性 , 即 可 得 欲 证 的 结论 . 口 


虽然 式 (8.6.15) 本 身 已 经 是 一 个 正 项 和 的 形式 , 但 要 考虑 s 的 奇偶 性 带 来 的 
一 定 麻烦 , 为 了 避免 这 个 问题 , 可 以 用 参数 (s 十 m)/2( 由 引 理 8.6.3 它 总 是 整数 ) 
将 方程 式 (8.6.1) 的 解 表示 为 
SQ. (k= 3 Qk ER{zY)). 
k>0 
可 以 证 明 所 有 Qi (k 之 0) 都 是 多 项 式 . 而 且 , 对 于 任何 整数 >0, Qk 只 由 Qi 
(1 < 上 ) 确定 . 因为 用 的 方法 与 下 一 节 类 似 , 故 暂 不 在 这 里 效 述 . 


例 8.6.1 无 裂 点 外 平面 地 图 按 根 点 次 与 点 剖 分 的 根 同 构 类 . 注意 这 里 的 裂 
点 , 是 指 一 个 顶点 处 的 半 棱 可 剖 分 在 至 少 两 个 连通 片 中 . 在 图 8.6.1 中 , 提供 了 与 
根 顶 点 不 关联 半 棱 数 s 不 超过 6, 所 有 这 种 地 图 的 根 同 构 类 . 例如 
P=a=2, 


P=0, 


P=b= Yr’, 

Py =c=ysr’, 

P=dte=Yr t+’, 

Ps =f +9g=YsT" +2y2y3r’, 

Ps =h+(itj)+k=yr + (yy ty3)r + 
其 中 z 的 短 为 根 顶 点 的 次 和 y; (2< 2 < 6) 的 竹 为 次 i 的 非 根 顶点 数 . 注意 , 这 里 
的 忆 都 与 定理 8.6.2 证 明 中 所 提供 的 一 致 . 
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图 8.6.1 根 无 关 半 棱 数 不 超过 6 的 无 裂 点 外 平面 地 图 的 根 同 构 类 


8.7 受 限 外 面 型 


在 文献 [29] 中 , 可 以 见 到 方程 
| f=1+22f+2f (vorw(ufle=), 证 疝 
flz=0w=0 = 1, 
其 中 fe R{z,)}. 因为 f ER{z,Yy} 由 Fn = 67f ER{y}(m 之 0) 确定 , 所 以 
6zw(ufls-u) = > F, (= 


Z 一 2 


= Fn (2 WP )= DD Ey 


m2>0 1L>0 m2>l 
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方程 (8.7.1) 的 第 一 式 中 带 介子 泛 函 的 项 为 
zf (yeslufles)) = De Dm nr 


mzl 


-人 > 了 -~m+2Fm. 


mzl lz>m-l 


引 理 8.7.1 方程 式 (8.7.1) 与 RR{y} 上 的 方程 组 


2 m= 0, 
ee Dy m=1, 
30 
Fm-2+ > Ym+2F, m2>2 
lzm—1 


等 价 . 
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(8.7.2) 


(8.7.3) 


证 明 将 式 (8.7.2) 代入 方程 (8.7.1) 的 第 一 式 , 比较 两 端 z 的 同 寡 项 , 即 可 
得 式 (8.7.3). 从 而 , 方程 式 (8.7.1) 与 方程 组 式 (8.7.3) 的 解 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 


这 就 是 欲 证 的 结论 . 
在 式 (8.7.3) 的 基础 上 , 通过 R{y} 中 的 等 价 变换 , 可 得 


全 m=0, 

1 
WR se Te + Dn i), m=1, 

1 
本 (mm- 2 十 Fm-1 十 Yi- m+2), m2>2. 

lm+1 
为 方便 , 令 Fmn = [Fn]n = Fmln=n, 即 
DB 
n>0,In|=n 


其 中 Fnin = 09 Fm (m >0, n>0). 
利用 式 (8.7.4), 当 m = 0 时 , 对 于 任何 整数 n > 0, 有 


即 Fo = bon. 


口 


(8.7.4) 


(8.7.5) 


(8.7.6) 
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对 于 任何 整数 m > 0, 有 


二 m=0, 
Fno=$ 0, m=1(mod 2), m>1, (8.7.7) 
1, m=0(mod 2), m>1, 


即 Fn,o = bm(moa 2),0- 
当 m= 1 时, 由 式 (8.7.6), 只 需 讨论 n>1, 有 


两 j= [过 | + 可 = + unl 


1—y2ln 


由 式 (8.7.4), 即 得 


hi1= [上],+> [|] = + 2 unlAl 


1>2 


三 外 十 > Yt1 = > yi 


iz1 


122 
t=0(mod 2) 


为 了 求 Fz, 就 需要 先 得 到 所 有 Fn (m > 2). 
当 m=2 时 , 由 式 (8.7.7), 也 需 讨论 n > 1 时 的 情形 . 由 式 (8.7.4), 有 


Ba [+ 


lel tulRdot SulRl = m+ 2 = > oo 


i>1 


‘=0(d2) 


当 m= 3 时 , 由 式 (8.7.7), Fs,o 已 经 确定 , 讨论 n > 1 时 的 情形 . 由 式 (8.7.4)， 


Fs1= [二 + me 


1—y 1 一 加 
= [Rl] +n[Falot+ ,yilRlo 


1>4 
到 > wii + +》 oil = 2 yi. 
iz1 i22 i>1 
引 理 8.7.2 对 于 任何 整数 m > 1, 有 
Dy m=0(mod 2), 
Fn1 = + (8.7.8) 
Dy 1， 亿 三 1(mod 2). 


i>1 
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证 明 当 m=1, 2, 3 时 , 上面 已 经 得 到 Fi. 对 于 mm > 4, 用 式 (8.7.4), 知 
na Ym+2F 
Fmn1= + [Fm ed 
"1 es | [Fnl, + | Th ]， 


= Fn-21+y Fn 20+hFm 10+ >》 ym-it2Fo. 
lzm+1 


由 式 (8.7.7), 得 
> yi m=1, 


i 这 1 


yo m=2, 
诊 1 
Fw1= 2》 ya m=3, 
记 1 
Fm-2,1 + y+ yzi, m 三 0(mod 2)，m > 4, 
这 2 
Fn-21 + + Yai1, m=1l(mod 2), m>4. 
i22 
在 此 基础 上 , 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 


然后 , 由 Fmo 和 Fim, 即 可 导出 Fz. 例如 


[| 


Y212 1—y2 
=Yiy dh +[Fi]i) 
122 
=Yyz+ > YaYi+1 +》 yiF 
02 123 
1=0(mo0d 2) 
l 
3 Dyn( Dw), l=0(mod 2)， 
= Yiy2+ PB YaYi+1+ i 
ea 3 Dun (Dv), 1=1(mod 2). 


123 i>1 


利用 介子 泛 防 , 即 得 


2Dun(), a), 1=0(mod 2), 


Fi2 =Yya+ 
12 = YYy2 > Y2Yyi+1 只 onl Tz), ! 三 1(mod 2). 


122 
t=0(mod 2) 


(8.7.9) 
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定理 8.7.1 方程 式 8.7.1 在 RR|{z,y} 中 有 和 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 由 方程 式 8.7.1 的 始 条 件 得 式 (8.7.7). 从 式 (8.7.7) 和 式 (8.7.4) 得 式 
(8.7.8). 这 些 是 n= |n| = 0, 1 时 的 情形 . 对 于 n > 2 时 的 一 般 情形 , 可 以 先 假设 
Fmn-1 对 于 任何 m > 1 已 经 被 确定 , 往 证 Fn 对 于 任何 m > 1 可 以 被 确定 . 由 
式 (8.7.3), 有 


Fnn = [8st >》 -mt2| = [Fm-2]n+ Ye Ym+2[Fi]n-1. 


n 


lm-1 lt>m—1 
再 考虑 到 Fm 已 经 可 以 由 (1 < m 一 1) 确定 , 即 可 得 Fm 由 Fn_1 和 Fn_2n 
确定 . 从 而 , 定理 的 结论 得 证 . 0 


虽然 这 个 定理 的 证 明 过 程 本 身 已 经 给 出 了 一 种 求解 方式 , 但 因为 媚 。 甚至 
Fnn 都 是 无 穷 和 , 这 带 来 了 实际 操作 上 的 麻烦 , 故 需要 进一步 考察 只 通过 有 限 正 
项 和 的 可 能 性 . 为 此 , 通过 引进 一 个 新 的 参数 , 提供 f 的 一 种 新 的 表达 式 . 

对 于 任何 一 个 整 向 量 n= (nan2,n3…), 记 


7(n) = 》 ini- (8.7.10) 
iz1 
引 理 8.7.3 令 Tm 为 Fn(m > 1) 的 项 中 所 有 短 向 量 的 集合 , 则 对 wn € 工 ,， 
有 r(mn) 三 m(mod 2). 


证 明 当 n=0 时 , 由 式 (8.7.7), no 对 Ym > 0 都 是 常数 , 这 不 足 道 . 对 
于 n=1, 由 式 (8.7.8), 可 以 看 出 m 三 x(n)(mod 2). 对 于 任何 整数 n>2 时 的 
一 般 情形 , 假若 m = (Fmn-_i)(m 1), i==7(Fin)(mod 2) (i < m 一 1), 往 证 
m 三 "(Fnn)(mod 2). 因为 


Fnn= [Fn-2alnt+ > Ym+2lFiln-1 
lzm-—1 


= Fm-2n+ > UM-m+2Fln-1, 
lm-1 
由 归纳 假设 , 有 r( Pr _2n) = 站 一 2 三 加 (mod 2), (1—-m+2)+7(Fini)=(1-m+ 
2)+1 三 m(mod 2). 从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


鉴于 这 个 引 理 , 我 们 可 令 s = (m 十 n(n))/2, 使 得 对 于 整数 m > 1, s (s>1) 
是 整数 . 若 记 ,= (f), = flm+r(n)=2s, 则 有 


f=1+DH,. (8.7.11) 


s>1 
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从 而 , 只 要 求 出 所 有 五 。(s > 1), f 自然 就 被 确定 了 . 
由 式 (8.7.3), 可 以 看 出 


2s 
H,= Ds" (Fn)2_m. (8.7.12) 
m=1 


因为 对 于 任何 ne I(H,), r(n) < 2s 一 1, 故 有 
H, € R{z,y2s1}, (8.7.13) 

其 中 yzs_1 = (y1,y2，… ,y2s-1) 是 一 个 有 限 维 向 量 . 

引 理 8.7.4 对 于 任何 整数 s > 1, H, 是 RR{z,y2s_1} 上 的 至 多 2s 次 多 项 式 . 

证 明 因为 nz,_1 > 0, 故 对 于 任何 整数 1< m < 2s, 有 

max{ln||r(n) =2s—m, neZ(Fn)} =|(2s—m,0,0,.… ,0)2s 1|=28—m. 
在 式 (8.7.12) 中 , 每 一 项 z"(Fm)2s_m 都 是 一 个 至 多 2s 次 多 项 式 . 从 而 , 即 得 欲 
证 的 结论 . 口 

由 式 (8.7.12) 和 式 (8.7.3), 对 于 任何 整数 s> 1, 有 


2s 
H,= sD hi),., + Ds" (Fn-at > ymtah), 


lm-1 
2s 一 2 2s 2s—2 


=7 >》 ya 人 (及 )2 -2 二 Dr™ ((E-s)z-m + 》， -ntz 人 本)2 2) 
‘=0 


m=2 l=m-1 


用 式 (8.7.7), 即 得 


2s 一 2 


H,=7 yi(P)z-ea 
L=0 
2s—1 2s—2 
+ Dr" ((Fn-2)am+ D> Wmta(Pi)as-12) +2™. (8.7.14) 
m=2 l=m—1 


例如 , 根据 式 (8.7.14), 可 以 求 得 H, (0 < s < 2). 
首先 , 由 方程 式 (8.7.1) 的 始 条 件 , Ho = 1. 对 于 s=1, 有 


Hi = zn(Fo)o+7? = 7 +7?. 
对 于 s=2, 有 


2 3 2 
瑟 =z》 yn(F)2tt >》 xm ((Fn-2)am + 》， ym+2(Fi)a-1) 十 2 
1=0 m=2 


l=m-—1 
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2 
=z(y (Fo)2+ ya (Pi) +ys(F2)o) +2? (Fo)a+ Dm(Fi)2-1) 
l=1 


2 
+ (mi) 未 wm 4 
l=2 


=Z(ya(F)1+ys(F2)o) +z2? (yn (Fi)1+ya(F2)o) + 2 (y+ (Fa)o)+ 2 
=Z(yya+ys) +2 (y+y) + 2 (y) + 


这 些 结果 , 将 会 在 下 面 的 实例 中 得 到 验证 . 对 于 s > 3 时 的 一 般 情形 , 从 


式 (8.7.14) 可 以 看 出 , 为 了 确定 五,, 只 需求 出 (Fm)t (0 < m,t < 2(s 一 1)). 由 式 
(8.7.3), 当 m=1 时 ， 


t—1 
(Ft= 》 (RD) = DvP = > oa 人 (Ri 
0 30 1=0 
当 m > 2 时， 
(Fm): = (Fm-2)t+ Pa (yim+2F)t 
Lm-1 
= (Fm-2)t+ > Yi-m+2 (Fi)t-itm-2 
lzm—1 
t+m—2 


= (Fm-2)t+ > Ym+2(Fi)t-itm-2 


t=m-—1 


t—1 
= (Fm-2)t + Dyit(Fei. 
i=0 
从 而 , 对 于 任何 整数 m,t > 1, 有 


(Fmn)t = (Fn-2)t+ yi(Fi)er. (8.7.15) 
er 


注意 , 对 任何 整数 m < 0, (Fm): = 0. 
事实 上 , 所 有 (Fin): (m,t > 0), 都 可 用 式 (8.7.15), 从 (Fo)o = 1 开始 , 递 推 地 
导出 . 因此 我 们 在 下 面 可 将 (Fh)t (m,t > 0) 视 为 已 知 量 . 


定理 8.7.2 方程 式 (8.7.1) 的 解 由 如 下 的 有 限 正 项 和 形式 确定 : 


1, s=0, 
2a-1 (8.7.16 
2 十 > ((Fn-2)2om 十 中 mm， s>1, % 
m=1 
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其 中 


2s 一 mm 一 1 


瑟 运 > Yit1(Fitm-1)2s im-1. 


i=0 


证 明 ”由 方程 式 (8.7.1), 得 式 (8.7.16) 中 s = 0 时 的 情形 . 对 于 s > 1, 因为 
》 mtaF)2as m= >》 Ymt2(F)2s-1-2 


tm 一 1 >m 一 1 
2s—2 


wu y” Ym+2(Fi)2s-1-2 
l=m-1 
2s 一 mm 一 1 


> Wi+1( 有 +Hm-1)2s-i-m-1， 
i=0 


故 由 式 (8.7.12), 有 


2s—1 2s 一 mm 一 1 


H, = + (ev- 2)2s_m 十 2 Yit1(Fitm-1)2s—i_m— 1)z" ， 


i=0 
从 而 , 式 (8.7.16) 成 立 . 口 


例 8.7.1 受 限 外 平面 地 图 的 点 剖 分 根 同 构 类 . 一 个 外 平面 根 地 图 称 为 受 
限 的 , 是 指 在 根 环 的 内 部 无 自 环 , 而 且 收缩 根 棱 也 不 会 出 现 根 环 内 有 自 环 的 情形 
( 根 不 在 s (> 3) 一 重 棱 上 ). 

由 图 8.7.1, 可 以 看 出 : 责 = a 十 d= z 凡 十 z2, Ha=(b+c)+(e+f)+(29)+h= 

ZT(yiy2 + ya)+ 7 (y+ Ya) +273 (1) + 


Tv 
Vy OYVY 


图 8.7.1 i 2 二 
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8.8 普通 外 面 型 


现在 , 考虑 关于 9 的 方程 


| 9 一 1+z2p(z)g+z (vies(ugle=e)), 


glz=0w=0 = 1, 


(8.8.1) 


其 中 yp(z) € RR4{z} 使 得 对 任何 整数 n>0, pm = mpeR+ 且 poit1 =0(i>0). 
因为 gE R{z,y} 由 Gm = 9mg ER{y}(m >0) 确定 , 所 以 


m+1 _ mt+l m 
862s(ugle=u) = Do") - 互 co( oo) 
= Ds DG 


120 m2!l 


方程 (8.8.1) 的 第 一 式 中 带 介子 泛 函 的 项 为 
z 人 Gaseslugl-)= De yn-inGn 


L>0 m2>l 


(8.8.2) 
= Ds" 》 Ymt2aGm. 
m2>1 lzm—1 
引 理 8.8.1 方程 式 (8.8.1) 与 怀 {fy} 上 的 方程 组 
1, m= 0, 
Gu 一 1， 
Fo 各 1 m (8.8.3) 
sR Gm-i-2++ > Yi-m+2Gl, m2>2 
i=0 lm-1 


等 价 . 


证 明 将 式 (8.8.2) 代入 方程 (8.8.1) 的 第 一 式 , 比较 两 端 z 的 同和 宕 项 , 即 可 
得 式 (8.8.3). 从 而 , 方程 式 (8.8.1) 与 方程 组 式 (8.8.3) 的 解 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 
这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 
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在 式 (8.8.3) 的 基础 上 , 通过 RR{y} 中 的 等 价 变 换 , 可 得 


1, m=0, 
1 
区 二 ("+ D6), m=1, 
m-2 
i sl mi-2+ Gmit+ > 32- m+2G1), m2>2. 
a lm+1 


为 方便 , 令 Gmn = [Gmjn = Gminl=n, 即 


Gmn= 2 or 9 


其 中 Gn = 8Gmn ER+ (m2>0, n>0). 
利用 式 (8.8.4), 当 m = 0 时 , 对 于 任何 整数 n > 0, 有 


1, n=0, 
Gon = 
0， 即 >]1， 
即 Gon = bon. 
对 于 任何 整数 m > 0, 有 
1, m=0, 
0， 议 三 业 
p-1 
Gmo= Db2iG2p-2240, m=2p,p>1,m>2, 
i=0 
0, m=1(mod 2), 
mz>2. 
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(8.8.4) 


(8.8.5) 


(8.8.6) 


(8.8.7) 


因为 对 于 任何 整数 m > 2, Go 只 依赖 Go (1 < m 一 1), 所 以 式 (8.8.7) 是 适 定 的 . 


当 m=1 时 , 由 式 (8.8.6), 只 需 讨 论 n> 1 时 的 情形 . 由 式 (8.8.4) 有 
Gin= 上 op 六 [ 芒 dl = + ynlGdn 
122 Wa: 132 


1—y2in 


由 此 即 得 
y211 
三 十 DnlGio 一 幼 十 > Guoyi+1 


0 
a 1=0(mod 2) 


cu 号 Ed 
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为 了 求 G1,2, 就 需要 先 得 到 所 有 G1 (mm > 2). 
当 m=2 时 , 由 式 (8.8.7), 也 需 讨论 n > 1 时 的 情形 . 由 式 (8.8.4), 有 


0 


1—yll ll—yl1l 了 1—y2J1 
= poy2 + [Gilot+ > ycGuo 
D3 
= Goyz + > G2i0yzi. 
D2 


当 m=3 时 , 由 式 (8.8.7), G3,o 已 经 确定 , 讨论 n > 1 时 的 情形 . 由 式 (8.8.4)， 


co 区 


1—y2J1 1—y2 1 
=ya(poG10+ 1Go,0)+ (poG11+ Pb1Go01)+y[G2]o +》 yilGdo 


D4 
=p1y2+ po(Yi+ > G2i0Y2i+1) + yi[G2Jo+ > G2ioyoi-a 
En EE 
=260y + > (boG2i0+ G2iti)yairi. 
D1 
引 理 8.8.2 对 于 任何 整数 m > 1, 有 
+ Goioyoitn 多 王 起 
D1 
poyz 二 > G2i,0Y2i, m= 2, 
记 2 
2poy1 十 (boG2i0 + G2it1)y2itl, m=3, 
Gui= 1 2 0G250 + G2it1)Y2it1l (8.8.8) 
MGm-10+ > di(YaGm-2-10+ Gm-2-11) 
octcm-2 
ts0Cmod 2) 
+ > Wmt2Guo, m2>4. 
m+1 
1=00mad 2) 


证 明 当 m=1, 2, 3 时 ,上 面 已 经 得 到 Gm. 因为 $2i_1 = 0 (i> 1), 所 以 
p—1 
2 G2p-2-2, m=2p, p>2, 
DhGm-2-1 = 2 2 
J 0, m=2p+1, p>2. 
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对 于 mm > 4, 用 式 (8.8.4), 有 


Gmi1= 区 坚 BIGm_2— | [Gm-il]i+ > [后 9]， 


lzm+1 


3 pi(y2[Gm-2-i]ot+ [Gm-2-i]i) + [Gm-iljot > Ym+2[Gi]o 


lzm+1 


4=o(mod 2) 


之 hiyaGm-2-40+ Gm-2ti) +hGm-10+ > ， Unmt2Guo. 


| 
t= 5 2) tt 


ll 


再 考虑 到 式 (8.8.7), Gio = 0, 1 三 1(mod 2), 即 得 式 (8.8.8) 的 第 四 式 . 
假若 对 于 任何 整数 s < m 一 1, Gs 已 经 得 到 . 在 此 基础 上 , 往 求 Gh. 因为 
上 式 右 端的 所 有 项 都 只 与 Gs (s < m 一 1) 和 Gmo (m > 1) 有 关 , 所 以 由 归纳 的 
前 提 条 件 , 利用 式 (8.8.7), 可 求 出 Gm 
从 而 , 根据 归纳 法 原理 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


然后 , 由 Gmo 和 Gm, 还 可 导出 Gm,2. 例如 
_[_n YtiG! 
G12= (alt ss 
G: 
nt oun], 
才 yt+ Dyn(ylGdo + [Gi) 


122 
=Yy2+ dyn(yGro +Gi). 


122 


”利用 式 (8.8.7), 得 


G12 = +) G2poyayr1t+ 》 Gu- (8.8.9) 


p>1 L122 
进一步 , 用 式 (8.8.7) 和 式 (8.8.8), 即 可 求 出 G1.2. 
定理 8.8.1 方程 式 (8.8.1) 在 式 及 {Zz,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 由 方程 式 (8.8.1) 的 始 条件 , 得 式 (8.8.6). 从 式 (8.8.7) 和 式 (8.8.4) 得 
式 (8.8.8). 这 些 是 n= ln| = 0 和 1 时 的 情形 . 对 于 n>2 时 的 一 般 情 形 , 可 以 先 
假设 Gn_1 对 于 任何 m > 1 已 经 被 确定 , 往 证 Gn.n 对 于 任何 m > 1 可 以 被 确 
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定 . 由 式 (8.8.3), 有 


二 -| 三 sc mi2+ >》 | 


l2m—1 


-| 三 sc m—i— .下 > Ym+2[Gini. 


n lm-l 


再 考虑 到 Gm 已 经 可 以 由 G (1 < m 一 1) 确定 , 即 可 得 Gmn 由 Gmn_1 和 
Gm-i-2n (1 < i< m 一 2) 确定 . 从 而 , 定理 的 结论 得 证 . 口 


虽然 这 个 定理 的 证 明 过 程 本 身 已 经 暗示 了 一 种 求解 方式 , 但 因为 G, 甚至 
Gmmn 都 是 无 穷 和 , 这 带 来 了 实际 操作 上 的 麻烦 , 需要 进一步 考察 如 何 通过 有 限 正 
项 和 实现 . 为 此 , 引进 一 个 新 的 参数 , 以 提供 9 的 一 种 新 的 表达 式 . 

对 于 任何 一 个 整 向 量 n= (ni,n2,na,…), 记 

n(n) = 》 ini (8.8.10) 
iz1 

引 理 8.8.3 令 Tm 为 在 Gm (m > 1) 的 项 中 所 有 朝向 量 的 集合 , 则 对 于 任何 

neETn, 有 "7(n) 三 mm(mod 2). 


证 明 当 n=0 时 , 由 式 (8.8.7), 对 于 任何 m > 0, Gmo 都 是 常数 , 不 足 道 . 
对 于 n=1, 从 式 (8.8.8), 可 以 看 出 m 三 r(n)(mod 2). 对 于 任何 整数 n>2 时 的 
一 般 情形 , 假设 m 三"(Gmn_1)(mod 2)(m > 1), i=7(Gin)(mod 2)(i < m— 1), 
往 证 m 三 "(Gmn)(mod 2). 因为 


Gmn= 区 纤 宁 | + > -mtz[Gj 


1—vy 


mA#l>m-1 

三 3 “(Pilon 2- 小 -+ BD ymaGun-1 
dtd 3) mm 

= 》， “(Pc mln) + > ymaGin-, 
ems, Dm-1 


由 归纳 假设 , 有 


T(2Gm-2-0) 一 2 十 T(Gm-2?-0) = 7(Gm-2) =m-l=m(mod 2)， 
ATU-m+2Gin-1)=(L—m+2)+7r(Gin1) = (1—m+2)+1l=m(mod 2). 


从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
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鉴于 这 个 引 理 , 我 们 可 令 s = (mm 十 r(m))/2, 使 得 对 于 整数 m > 1, s (s > 1) 

是 整数 . 若 记 HH, = (9)。= glm+r(n)=2s, 则 有 
g=1+5H,. (8.8.11) 


s>1 
从 而 , 只 要 求 出 所 有 瓦 。(s > 1), 9 自然 就 被 确定 了 . 
由 式 (8.8.3), 可 以 看 出 


2s 
H,= "(Gn)am; (8.8.12) 
m=1 


因为 对 于 任何 me I(H,), mr(n) < 2s 一 1, 故 有 
H, € R{T,y2s-1)}, (8.8.13) 
其 中 yzs-1 = (y1,y2，,… ,Vy2s-1) 是 一 个 有 限 维 的 向 量 . 


引 理 8.8.4 对 于 任何 整数 s > 1, H, 是 RR{z,y2s-1} 上 至 多 2s 次 的 一 个 多 
项 式 . 


证 明 由 n2s-1 > 0, 对 于 任何 整数 1< m < 2s, 有 
max{In||7(n)=2s—m, neZ(Gn)}=|(2s—m,0,0,.… ,0)2s-1| = 2s—m. 
在 式 (8.8.12) 中 , 每 一 项 zm"(Gm)2s_m 都 是 一 个 至 多 2s 次 多 项 式 . 从 而 , 即 得 欲 
证 的 结论 . 口 
为 了 在 下 面 的 叙述 中 简便 , 令 


CGnm-z(p) = 并 uc- 2-( 一 人 PGm-2-1: 


一 2 
LS 


由 式 (8.8.12) 和 式 (8.8.3), 对 于 任何 整数 s > 1, 有 


Ha PunG),, ,+ 交 "(Gnap)+ DD vmt2G1), 


lzm—1 


2s 一 2 2s—2 
BN ((Gn-a(p))amt DD mta(Gn)m-t-2). 
l=0 m=2 l=m—1 
用 式 (8.8.7), 令 Kzs = > pziG2s_2-2i0, 即 得 
0O<si<s 一 1 
2 一 2 


H,=7 > Yit1(GL)2s-1-2 
1=0 
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2s—1 2s-2 
+ D7 "(Gm 2(P))2s-m 十 > Ym+2(G1)2s-1— 2) +2* Kzs. (8.8.14) 
m=2 l=m-1 


例如 , 根据 式 (8.8.14), 可 以 求 得 HH, (0 < s < 2). 
首先 , 由 方程 式 (8.8.1) 的 始 条 件 , Ho = 1. 对 于 s=1, 由 [Gojo= Goo=1, 
Ka2=Goo=1 有 


Hi=zy(Go)ot+z? = zy +r. 
对 于 s= 2, 由 G20= go, Ka = 各 Go 二 和 Goo= 包 十 如, 有 
2 3 
肋 =z》 yi(G)2tt Dz "(Gm 2(9))4-m 十 y Yi-m+2(G1)2- 中 
1=0 m=2 Bi 


+2(G8+ po) 


2 
= Zz((Go)2 +y2(G1)1+ys(G2)o0) +z2((Go(p))。 十 Du (cb 


l=1 


2 
+ (Gp) + D0) +2 (t+ 62). 
1=2 


考虑 到 (G0)2 = Go,z =0, 有 


Ha =z(ya(G1)1 +Yy3(G2)0) +7°((Go(p))2 + (G1)1+ya(G2)o) 
+z3((Gi(p))1 + (G2)o) +2" (G8+ 92) 
=Z(yiy2 + poys)+7((Go(p))2 + y+ poyz) 
+23((Gi(p))1+ ou) +7 ($+ 62). 


再 考虑 到 (Go(p))*>= 0 和 (Gi(p))1 = poy, 有 
H2 = 7T(yiy2 + poys) + 2* (y+ boy2) + 7 20) + 7 (G2 +p2). 
这 些 结果 将 会 在 下 面 的 实例 中 得 到 验证 . 对 s > 3 时 的 一 般 情形 , 从 式 


(8.8.14) 可 以 看 出 , 为 了 确定 瓦 ,， 只 需求 出 (Gm): (0 < m,t < 2(s 一 1)). 由 式 
(8.8.3), 当 m ==1 时 ， 


(G1)t= > (ynG): = = Dn(G)- 1-1= -un Ws 


120 120 
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当 m>Z2 时 ， 
(Gn) = (Gm-2(p)it > (ymt2Gi)e 


lzm-1 


= (Gm-2(p))+ > Yi-m+2(Gi)t-itm-2 
lzm-1 
t+m—2 


= (Gm-2(9))+ > Ym+2(Gi)t-ttm-2 


l=m-1 


t—1 
= (Gm-2(9)): 十 > ui (Gt-i-l: 
i=0 
从 而 , 对 于 任何 整数 m,t > 1, 有 


t—1 
(Gm)t = (Gm-_2(9))t+ Dy (Gt-1. (8.8.15) 


1=0 
注意 , 对 任何 整数 m < 0, (Gm)t = 0. 
事实 上 , 所 有 (Gm) (m,t 之 0) 都 可 用 式 (8.8.15), 从 (Go)o = 1 开始 , 递 推 地 
导出 因此 , 我 们 在 下 面 可 将 (Gm) (m,t > 0) 视 为 已 知 量 . 


定理 8.8.2 方程 式 (8.8.1) 的 解 由 如 下 的 有 限 正 项 和 形式 确定 : 


1 s=0, 

2s-1 (8.8.16) 
z2 十 》， ((Gm-2(p))2s m+ 5)r™, s>1, 

m=1 

其 中 
2s 一 mm 一 1 
志 一 > Yit1(Gitm-1)2s-i_m—1: 
i=0 


证 明 ”由 方程 式 (8.8.1), 得 式 (8.8.16) 中 s = 0 时 的 情形 . 对 于 s >>1, 因为 
》 YmtaG)as m= > Ymt2(Gi)2s-t2 


lzm—1 lzm-—1 
2s 一 2 
WN > Ym+2(G1)2s-1-2 
l=m-—1 
2s—m—1 
= > Yit1(Gitm-1)2s-im—1 
i=0 
故 由 式 (8.8.12), 有 
2s—1 2s—m—1 
H,=7”+ > ((Gm-2(p))2smt+ > 于吉 
mm 一 1 


i=0 
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从 而 , 式 (8.8.16) 成 立 . 
例 8.8.1 一 般 外 平面 地 图 的 点 剖 分 . 考虑 方程 式 (8.8.1) 中 的 
1— Vi—4z3 


2(z) = 2 


我 们 有 


1 一 V1 一 4z2 A V1i—4z2 (2n)! > 
= rz" ER,{T), 
-2 mm +{z} 


可 见 这 是 方程 式 (8.8.1) 的 一 种 特殊 情形 , 即 
f=1+22p(o)f +2] (voss(ufle=s)), 


flz=0w=0 = 1, 
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口 


(8.8.17) 


(8.8.18) 


其 中 on = 2"p = (2n)V((n+HDIn)(n > 0), 如 文献 [55] 中 所 述 . 它 的 解 就 给 出 
了 一 般 外 平面 地 图 以 非 根 点 剖 分 和 根 面 次 为 参数 的 根 同 构 类 . 这 时 , 因为 po = 1 


和 各 = 1 前面 求 出 的 Ho 即 变 为 


五 =z( 纺 如 十 妇 ) 十 z2( 巡 二 加) 十 z3(20) 十 z4(2)， 


即 提供 了 棱 数 为 2 的 一 般 外 平面 地 图 以 非 根 点 剖 分 和 根 面 次 为 参数 的 根 同 构 类 . 


如 在 图 8.8.1 中 , 可 见 


Tz(a+b)+z(c+d)+z(e)+z(f+h) 
=z(yy2 tys)+7 (y+y)+7 (2y)+z(1+1) 


和 
YYY 


图 8.8.1 棱 数 为 2 的 一 般 外 平面 地 图 的 根 同 构 类 
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与 方程 式 (8.8.18) 的 解 一 致 . 
例 8.8.2 在 方程 式 (8.8.18) 中 , 车 p(z) = 1, 就 变 成 了 方程 式 (8.7.1). 方程 
式 (8.8.18) 又 是 方程 式 (8.7.1) 的 一 个 推广 . 


8.9 注 记 


1. 在 方程 式 (8.2.1) 中 , 令 f=1+z7T, 其 中 z= (z,z2,23,)…), T= (FF， 
三 ,…), Fi = 0。f (i 之 1). 因为 这 个 方程 与 方程 组 


Fm = -m+2F:, 
之 ， (8.9.1) 
Fo=1 
在 RR{z,y} 上 等 价 , 所 以 有 

TT =YwerT +er, (8.9.2) 

其 中 el = (1,0,0,…), 对 于 整数 i,j > 1, Ytre = (yi;)， 
Yi -{ Wa (8.9.3) 

0， 了 


定理 8.9.1 方程 式 (8.2.1) 的 解 fir。 有 如 下 所 有 系数 皆 单项 的 显 式 : 


ju =1+zrr=1+bnz( > TieT). (8.9.4) 
i>0 


证 明 由 方程 组 式 (8.9.2) 的 解 
hy 史 (8.9.5) 
i20 
即 可 导出 式 (8.9.4). 口 
2. 根据 方程 式 (8.1.1) 和 方程 式 (8.2.1) 在 组 合 地 图 中 的 意义 , 从 它们 的 定 


性 理论 可 以 看 出 , 方程 式 (8.1.1) 的 解 就 是 方程 式 (8.2.1) 的 解 中 z 项 的 系数 , 即 
=h. 
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定理 8.9.2 方程 式 (8.1.1) 的 解 fopt 有 如 下 所 有 系数 皆 单 项 的 显 式 : 
fom =n = (Dt )eT, (8.9.6) 


i>0 
其 中 吉 是 Yi 的 第 一 行 (> 0). 
证 明 ”由 式 (8.9.4), 即 可 得 欲 证 的 结论 . 


3. 因为 方程 式 (8.3.1) 与 方程 组 式 (8.3.5) 在 R{y} 上 等 价 , 故我 们 可 以 建立 
无 穷 维 向 量 方程 


口 


pT =cE 十 YucpT， (8.9.7) 


其 中 cuc = (1,7) 已 经 由 式 (8.9.5) 给 出 , 对 于 整数 i,j > 0, Yoc = (wh)， 


i 0 
PY eR (8.9.8) 
0 jj-ig-L 


定理 8.9.3 方程 式 (8.3.1) 的 解 f,。 有 如 下 所 有 系数 皆 单项 的 显 式 : 
ju =zpT7= (Pw) (8.9.9) 


iz0 
其 中 z = (z?,7z3,z4,…) 和 cuc 如 式 (8.9.7) 所 示 . 
证 明 由 方程 组 式 (8.9.7) 的 解 


pr=D 2 (8.9.10) 
i20 


即 可 导出 式 (8.9.9). 0 


4. 虽然 超 轮 型 方程 式 (8.4.1) 与 植树 型 方程 式 (8.4.1) 在 形式 上 十 分 接近 , 即 
在 方程 右 端 只 差 因子 z?, 却 不 能 直接 将 它们 变换 成 等 价 的 向 量 方程 , 以 求 得 解 
的 一 个 所 有 项 系数 皆 单 项 矩阵 显 式 . 不 过 在 8.4 节 中 , 的 确 提供 了 解 的 更 简单 的 
显 式 . 

5. 从 冬 梅 型 方程 式 (8.5.1) 的 等 价 形式 , 即 式 (8.5.4), 可 直接 导出 它 的 等 价 方 
程 组 : 


A m= 0, 
Fn= 8.9.11 
| en i m>1. Gy 
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定理 8.9.4 令 了 = (z2,z3,z4,…), 7 = ( 瓦 ,有 丽 , 玉 ,…). 方程 式 (8.5.1) 的 解 


fwnt 有 如 下 的 所 有 项 系数 皆 单 项 显 式 : 
Y3 i 
fmt =1+ (H+ 了 时 二 )= > Tnel, 


其 中 对 于 整数 i,j > 0, Twnt = (yi,;), 使 得 


证 明 由 式 (8.9.11), 有 


ZI 三 了 waeyT 十 (wu 四 多 )er. 


从 而 , 有 


由 fwnt = 1 十 ZzvT, 即 得 欲 证 的 结论 . 
6. 从 无 裂 外 面 型 方程 式 (8.6.2) 的 等 价 方程 组 


0 m=0,1, 


1+》 uF, m=2, 
Fm = 122 


( > 只 > Jr- m2>3, 


即 可 得 方程 组 


全 =Toc6T+eT， 


(8.9.12) 


(8.9.13) 


(8.9.14) 


(8.9.15) 


口 


(8.9.16) 


(8.9.17) 


其 中 € = (及 , 丽 , 丽 ,…) Toner = (yij), 对 于 整数 i,j > 1, 因为 yij = Vii 只 需 考 


虚 j>% 
t—1 


Dyerit2k, t>1,(i,7)= (1,t)+k, 
Yij = | k=0 


ja JS 


(8.9.18) 
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定理 8.9.5 令 z = (z2,z3,z4,…),E= (有 瓦 , 丽 , 瓦 ,…). 方程 式 (8.6.1) 的 解 


focr 有 如 下 的 所 有 项 系数 皆 单 项 的 显 式 : 


大 ET 


iz0 
其 中 了 ace 已 由 式 (8.9.18) 给 出 . 
证 明 因为 focr = zET, 方程 组 式 (8.9.17) 的 解 为 


如 = > Tie!, 


ti20 


从 方程 式 (8.6.1) 与 方程 组 式 (8.9.17) 等 价 , 即 导出 欲 证 的 结论 . 


7. 从 式 (8.7.3), 即 得 方程 组 
人 = 了 Tree 二 the 十 e2， 


其 中 = (Fi, Fs, Fs,…), Trst = (yi)(i,j > 1), 


1, ij-i=-2, 
Yj = Yit2 j—i>—l, 
0， 了 is 一 3， 


及 =Bf (>1) 由 8.7 节 给 出 . 


(8.9.19) 


(8.9.20) 


(8.9.22) 


定理 8.9.6 令 z=(z1,72,73,…), 则 受 限 外 平面 型 方程 式 (8.7.1) 的 解 fst 


有 如 下 的 所 有 项 系数 皆 单 项 的 显 式 : 


first = ED Ti (ne +ea) 7 


i>0 
其 中 el 和 es 都 是 单位 向 量 . 
证 明 因为 fs = z6T, 方程 组 式 (8.9.21) 的 解 


C= DTis (ne 十 ea) 
i20 


又 方程 式 (8.7.1) 与 方程 组 式 (8.9.21) 等 价 , 所 以 定理 成 立 . 


8. 由 方程 式 (8.8.1) 的 等 价 形式 , 即 式 (8.8.3), 得 


YT =TeopyT +yheT +$L, 


(8.9.23) 


(8.9.24) 


(8.9.25) 
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其 中 7 = (G1,G2,G3,…), $ev = (0,90,0,92,0,04,…),， Teop = (yj)， 对 于 整数 
1,j>1, 
Yi-it2, ji 之 一 1, 
Yij= YY bok j—i=—2(k+1),k>0, (8.9.26) 
0, 其 他 . 


定理 8.9.7 令 z= (71,72,73,…), 则 方程 式 (8.8.1) 的 解 foop 有 如 下 的 所 有 
项 系数 皆 单 项 的 显 式 : 


Jaop=z》 Tio (neT +$L,), (8.9.27) 
zi20 


其 中 ev 已 由 式 (8.9.25) 给 出 . 
证 明 因为 feop = z77T, 方程 组 式 (8.9.25) 的 解 为 


7 = Tiw(neT+ 虹 )， (8.9.28) 


iz0 


所 以 由 方程 式 (8.8.1) 与 方程 组 式 (8.9.25) 的 等 价 性 , 即 导出 欲 证 的 结论 . | 
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9.1 内 面 Halin 型 


在 文献 [65](41 页 , 式 (2.2.6)) 中 , 可 以 看 到 方程 


2 
| Qs, 3) (9.1.1) 


9 
glz=0w=0 = 0, 


， 


z=0=0 
其 中 ge R{z,9}. 
先 看 一 看 这 个 方程 与 植树 型 方程 式 (8.1.1) 有 哪些 不 同 . 由 方程 式 (9.1.1), 可 
见 =|9 我 们 可 引进 函数 变换 
9 


f= 或 g=zf. (9.1.2) 
由 此 , 方程 式 (9.1.1) 在 尺 {z,y} 上 等 价 地 变 为 
y 天 
(Qh rr) = (9.1.3) 
flz=0w=0 = 0. 


乍 一 看 , 此 方程 与 植树 型 方程 式 (8.1.1) 十 分 相像. 但 注意 到 : 除 始 条 件 外 , 这 里 的 
f 是 在 R{z,y} 上 的 , 而 那里 的 f 却 在 R{y} 上 . 因此 , 两 者 不 等 价 . 
因为 式 (9.1.3) 比 式 (9.1.1) 在 形式 上 要 简单 得 多 , 所 以 前 者 在 R{z,y} 上 运 
算 方便 , 下 面 只 讨论 前 者 . 
在 方程 式 (9.1.3) 中 , 将 介子 泛 函 下 的 部 分 展开 为 
2 
和 = 2) 2 (9.1.4) 


这 2 
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由 此 导致 
由 rd = 2 3 2 本 (9.1.5) 
方程 式 (9.1.3) 等 价 地 变 为 
2 
7=zt+ (| TF)f = rt (9.1.6) 
i22 


对 于 任何 整数 到 > 0, 令 FE = mf = [fjm, 则 由 式 (9.1.6), 有 
[fm = ya6m1+ Dyilf™!]m. (9.1.7) 


i22 


引 理 9.1.1 方程 式 (9.1.3) 与 如 下 的 方程 组 在 RR{z,y} 上 等 价 : 


0, m=0, 
[i—y] 高 
需 泛 +2 ， m=1, (9.1.8) 
Dm, m2>2, 
i>2 
其 中 对 于 整数 1> 1, FM = 8mf!'= [fm， 
1= 1， 
有 = (9.1.9) 


ee YF, = bs eM 
ds 


证 明 由 方程 式 (9.1.3) 的 始 条 件 , 得 式 (9.1.8) 中 m =0 时 的 情形 . 因为 从 


， 式 (9.1.4) ~ 式 (9.1.6) 可 知 , 式 (9.1.7) 在 RR{z,y} 上 与 方程 (9.1.3) 的 第 一 式 等 


价 , 故 由 对 于 m > 1 时 的 情形 与 式 (9.1.7) 的 等 价 性 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
因为 有 =0, 所 以 由 式 (9.1.9), 有 Fl =0 (> 3). 由 式 (9.1.8) 的 第 二 式 ， 
得 
R=yt+yh = 天 = 风 (9.1.10) 
1—% 
定理 9.1.1 方程 式 (9.1.3) 在 及 {7,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
证 明 由 方程 式 (9.1.3) 的 始 条 件 ( 即 式 (9.1.8) 的 第 一 式 ), 当 m = 0 时 ， 
本 =0ERi{z, 宙 . 由 于 所 =0, 由 式 (9.1.10), 求 得 有 ERi4{z),), 即 m=1 时 
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的 情形 . 对 于 mm > 2, 假设 Fe Ri{z,y}(1 < m 一 1) 都 已 经 求 出 . 往 求 Fn. 从 式 
(9.1.9) 可 以 看 出 , 对 于 任何 整数 i>1, FW Ee Ry{z,y} 都 只 由 (1< m 一 1) 确 
定 . 由 式 (9.1.8) 的 第 三 式 和 归纳 假设 , 即 可 求 出 忆 , eR;{z,y}. 用 引 理 9.1.1, 即 
导出 欲 证 的 第 一 个 结论 

注意 到 用 引 理 9.1.1 求 本 € 尺 ;{z, 引 的 过 程 对 于 FF 的 唯一 性 , 故 所 得 的 这 
个 解 是 仅 有 的 . 这 就 得 欲 证 的 第 二 个 结论 . 口 

在 式 (9.1.9) 中 , 每 一 个 F 都 关联 着 所 有 其 他 未 定 元 , 不 便 从 小 的 m 开始 运 
行 , 需要 引进 一 个 新 的 参数 n, 使 得 对 任何 给 定 的 整数 m 和 m Fm(n) 都 是 一 个 
多 项 式 . 

令 Jm = {n>0|n 是 忆 , 某 项 中 y 的 寡 向 量 }. 对 于 任何 me 记 半 = |m|， 
则 对 于 任何 整数 m,n > 0， 


Fnn= > rat， (9.1.11) 


其 中 pmn EZ+, 即 非 负 整数 集 . 


引 理 9.1.2 假若 f 是 方程 式 (9.1.3) 的 一 个 解 , 则 对 于 任何 一 个 给 定 整数 
人 奴 >1 都 有 Fn=0 (ng m1). 


证 明 ”由 方程 式 (9.1.3) 的 始 条 件 , 从 三 ==0, 知 对 vm> 1, Fo= 0 (i> 1). 
这 就 是 n=0 时 的 情形 , 即 已 so= 0 (m 之 0), 且 有 FE。 = 0(G > 1). 对 于 n>1， 
假设 所 有 1<n 一 1, Fm =0 (1< m 一 1) 已 经 被 证 实 , 且 有 FI = 0 (i > 1). 往 证 
1=n 时 的 情形 . 当 m = 1 时 , 由 式 (9.1.8) 的 第 二 式 , 知 


n=Vt+ Dy (pi 有 31), = Ya301n—1 + Dy ys 1 
i22 i>2 

用 归纳 假设 , 即 可 得 m = 1 时 的 结论 . 

当 m >2 时 , 由 式 (9.1.8) 的 第 三 式 , 知 

Fnn= (yiPl), =D RE。 
i>2 i>2 

用 归纳 假设 , 即 可 得 m > 2 时 的 结论 . 

综 上 所 述 , 引 理 的 结论 得 证 . 口 


对 于 m=0, 由 式 (9.1.8), 可 知 Fon =0 (>0). 当 m=1 时 , 由 式 (9.1.10) 
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给 出 . 从 而 , 对 于 任何 整数 n> 0, 有 
0, n=0, 
Pin= ) ys, n=1, 


ys n>2. 


对 于 任何 整数 m > 1, 有 


0 m1 
pm 1 
ys, m=1, 
对 于 任何 整数 m > 2, n < m, 有 
0, <m-l,m=n=2, 
Fn = ng<m m=n 
Ynys !, n=m 


进而 , 对 于 任何 m > 2, n > m+1, 由 式 (9.1.8) 的 第 三 式 , 有 


Fnn=D 了 (Fo=0 = ign) 


iz2 
= 
i=2 
其 中 
1 i=2, 
m-l Ra 了 m 一 1mn 一 2 pl i 
Bid 2 DIF) = DD (Fm) (F), 
mn-l j=1 j=1 l=1 
m-ln—2 


2 > DF Fy i>3. 


j=1 l=1 


引 理 9.1.3 给 定 整数 n > mm > 2. 对 于 任何 整数 i> mw Fl, = 0. 


证 明 由 于 FW =0 (i>1), 所 以 


m—l 
,==( DFS) (车 i 一 1>2, 继续 施行 ) 


ml 
l=1 


Itsl=m 
cc(tm 一 Di 
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(9.1.12) 


(9.1.13) 


(9.1.14) 


(9.1.15) 


(9.1.16) 
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这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 
在 此 基础 上 , 式 (9.1.15) 变 为 
min{mn} 
Fnn= 》 yr (m22,n>m+l). (9.1.17) 
i=2 


这 就 使 我 们 能 够 继续 求 瓦 。(m > 2). 例如 , 当 m = 2 时 , 由 式 (9.1.14) 知 Fn = 
0 (0<ng2), 并 且 有 


3 
bs= 和 wy 三 2 = P22+ysF 
i=2 
=%F =y FY = 


4 
Ba = Doula =yaF23+ysP + ya 
t=2 
3 a 3 eh, 3 
= Yay3 + Ya(2F11F1,2) = Y2Y3 + 2Y2Y3 = 3Yy2Y3, 
3 
F2,s = Dvn =y2F24+t oa 


i=2 
= 3y2y3 + ya(2F11 Fs + FYs) 
= 3y2y8 + ys(2y2y3 + y2y3) 
= 6y3y, 
3 
Fe= Dns =y2F2,s +ysFll 
i=2 
= 6y3y3 + 2ya( Fi Fa + F213) 
= 6y3y3 + 2ys(y3y2ys + yaysy2ys) 
= 6y3y3 + 4y3y3 = 10y3y3. 
进一步 , 归纳 地 求 出 n>7 时 的 情形 , 即 得 


0, 0<n<g?, 
8, n=3, 
Fan = wa, Wt (9.1.18) 
6y2y3, n=5, 
10vy3y3, n=6, 
cs) ,n>7. 


2 
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引 理 9.1.4 对 于 任何 整数 n>m 之 2, Fmn 与 轨 和 Yi (1>m 二 2) 无 关 . 


证 明 当 m ==2 时 , 由 式 (9.1.18), Fz 只 与 yp 和 ys 有 关 . 因为 3==m++1， 
故 欲 证 的 结论 成 立 . 对 于 m > 3, 假若 对 任何 整数 1 (3 < 1< mi), Fn 都 与 和 
(1 之 1+2) 无 关 ， 往 证 Be 与 如 入 (1>m+2) 无 关 . 

从 式 (9.1.16) 知 玫 m_1 仅 与 及。(2 和 L 和 人 一 1 2<s<n--1) 有 关 , 再 由 归 
纳 假定 , Pi!_) 仅 与 (2<1< (m 一 1)+1=m) 有 关 . 利用 式 (9.1.16), 从 n>m 
即 可 得 Fn 至 多 与 g (2 < 1< m+1) 有 关 . 或 者 说 , Fn 与 和 wi (1>m+1) 
无 关 . 口 


由 这 个 引 理 , 对 于 任何 给 定 整数 m,n > 2, 我 们 可 在 RR{ym+2} 中 讨论 Fn 


引 理 9.1.5 对 于 任何 整数 m, n > 2, Fn 是 Rfym4i} 上 的 一 个 n 次 齐 多 
项 式 . 


证 明 由 引 理 9.1.4, 知 Fn € R{ym+1}. 由 式 (9.1.17), 知 Fnn 是 {v2， 
Vs,… ,ym+1} 的 一 个 n 次 齐 多 项 式 . 各 


注意 ”从 引 理 9.1.4 的 证 明 中 可 以 看 出 , 实际 上 , Fn € R{ym}(m > 3). 


定理 9.1.2 令 f= fing 为 方程 式 (9.1.3) 的 解 , 则 对 于 任何 整数 m,n > 0， 
Fnn = (Ow fing)n 由 如 下 正 项 和 递 推 式 确定 : 


0， n= 二 0, m 之 0 或 n>1,m<n-l, 
Fnn=4 2 he 入 二 责 (9.1.19) 
和 wm， 其 


i=2 


其 中 


ms 3 (DD 1,.), (9.1.20) 


aii€ET(™) gETl"7 i=l 


这 里 对 于 整数 =m 一 1, n 一 2, 采用 记号 
记 1 
= 位- =k+]l, lii li < 让 
i=1 


证 明 由 引 理 9.1.4 和 引 理 9.1.5 直接 导出 . 口 


在 下 面 实例 的 基础 上 , 还 可 进一步 地 看 出 , 定理 9.1.2 中 的 Fn 还 有 更 简单 
的 无 和 显 式 . 
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例 9.1.1 平面 Halin 地 图 依 根 面 次 与 非 根 节点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 . 从 文 
献 [65](82.2) 中 可 知 , 平面 Halin 地 图 依 根 面 次 与 非 根 节 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 的 
计数 函数 满足 关于 9 的 方程 式 (9.1.1). 就 是 说 , C, = 9?9 是 根 面 次 为 m、 以 非 
根 节点 前 分 向 量 为 参数 的 计数 函数 . 因为 方程 式 (9.1.1) 与 方程 式 (9.1.3) 等 价 , 由 
式 (9.1.2), Gnn = Fm-1n 为 Gm 中 非 根 节点 数 ”的 痢 分 . 

从 前 面 的 讨论 , 已 经 看 出 G2,2 = Fi,2 = yzys, G23 = Fi,s = YYys, G2,4 = Fi = 
yys, G2,s = Fs = YYys, G2,6 = Fi,e = Yiys, G3,3 = Po,s = 93, G3,4 = Fa,4 = 3Yy2Y3, 
G3,5 = Fo,s = 6y2y3, G3,e = Fo,e = 10y3y3. 

在 图 9.1.1 中 , a~ e 提供 了 根 面 次 为 2、 非 根 项 点 数 为 2~ 6 的 平面 Halin 地 
图 依 节点 剖 分 的 根 同 构 类 数 . 这 就 是 


(@)+(6)+(0)+(d) +(e) = (yay3) + (yay3) + (ydy3) + (yays) + (yys) 
= G22+G2,3+ G2,4+ G2,5+ G2,6, 


a b C a 
e i 9 h 
i 了 k 1 


图 9.1.1 平面 Halin 地 图 依 根 面 次 与 非 根 节点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 
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即 为 2~ 6 时 的 情形 . 其 余 ( 即 了 ~ 0) 则 是 根 面 次 为 3、 非 根 项 点 数 为 3~ 6 时 的 
情形 . 这 就 是 


(f)+(g)+(h+i) = (y3)+ (3y2y3) + (3y2Y3 + 3y2y3) 
= (y3)+ (3y2y3) + (6y2y3) 
=G33+G3,4+G3,s, 
(j+k+!) = (3y2y3 + 6y2y3 +y2Y3) = 10y3y3 = Ga,e- 
例 9.1.2 从 方程 式 (8.1.1) 的 解 导 出 方程 式 (9.1.1) 的 解 . 从 这 两 个 方程 在 
组 合 地 图 上 的 意义 , 看 一 看 植树 与 平面 Halin 地 图 的 关系 . 注意 到 Halin 地 图 根 
面 边界 上 的 顶点 的 次 都 是 3, 上 且 删 去 这 个 边界 上 的 棱 后 , 所 得 的 是 一 个 植树 , 这 就 
促使 我 们 寻求 它们 之 间 的 映射 . 
对 于 整数 m > 1, 令 sm = (sls2,53……,sm) € Jm, 即 多 项 式 mn 中 一 项 的 
寡 向 量 (由 引 理 9.1.4, si = 0). 由 例 9.1.1 知 , sm 是 根 面 次 为 m 十 1 的 平面 Halin 
地 图 的 一 个 非 根 项 点 剖 分 向 量 . 根 面 次 为 m 十 1 的 平面 Halin 地 图 与 带 m 个 非 根 
悬挂 点 的 植树 有 如 下 的 一 一 对 应 关系 : 


| (9.1.21) 
其 中 
m, i=1, 
y i=2, 
ey 和 (9.1.22) 


$3—m, i=3, 
Si 4<igm-1l. 
定理 9.1.3 对 于 任何 整数 n> m > 2, 多 项 式 Fm_1,n 有 如 下 所 有 系数 都 无 


和 的 显 式 : 
(n—1)! 


ji m， (9.1.23) 
nbs (53—m+1)!l(m—1)! il 
ne (s3—m+1)!(m—1) 1s 
其 中 n>m>2. 
证 明 由 式 (9.1.21) 和 定理 8.1.4, 有 
(ltml—)! i AR 
em Fn_in = 一 一 (用 |tm|=|sm|=7) 
pe re (sm+t lm- TT as 
从 


(9.1.24) 
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人 一 芒 
= 9.1.25 
和 (ss—m+D)lm-D)! I si 8619 

lm actzm 

3 
这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 
例如 , Ga,s = Fz,s, 由 图 9.1.1 中 的 九 和;i 给 出 , 即 G3,s = 6 好 好 .由 于 s3= 

(0,2,3), 故 有 


OF = 


(5—1)! 4 4! 
(s3—3+1)(3—1)!lss! (3—3+1)2!2! 


9.2 ”普通 内 面 型 


在 文献 [58](204 页 ) 中 , 可 以 看 到 方程 
| g=1+z2?g? +z (v5zs(ugls=s)), (9.2.1) 


gly=0=»z=0 = 1, 


其 中 ge R{z,)}. 
因为 ge R{z,y} 由 Gm = 69mg ER{y}(m >0) 确定 ,所 以 


Selugle-y) = Don (天 :一 )- ba (Pe mt) 
了 区 a 人 


L>0 mm2L 


从 而 , 得 


人 (secg) = 2 上 2 HG = Do Dyn-irG. 


120 m2>l 
因为 g? 由 G 向 (m > 0) 确定 , 且 G 由 = Bmg?, 所 以 有 
GH = Gn_jG;. (9.2.2) 


j=0 


由 方程 (9.2.1) 的 第 一 式 , 有 
y=1 +z2》 Ga +z》 ,2 Dym_inGm 


120 120 mz!l 
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=1+》 GP + zy yn inGm (Sk=1+1) 


120 1z0 mzl 
=1+》 GPazt2+》 zk 》 ym ezGm 
42>0 人 >1 m2k-1 
一 1 十 > Gl ,zm+ > ( 3 Ymt2Gk) 2™. 
m2>2 mzl1 大 >m 一 1 
定理 9.2.1 方程 式 (9.2.1) 在 RR{z,y} 上 与 如 下 的 方程 组 等 价 : 
和 7 一 0, 
i D yeriGe, m= 1, 
mm )]】 kz>o 
GH ,+ > Yk-m+2Gk; Mm 2, 
大 >mm 一 1 


其 中 GEL_。 已 由 式 (9.2.2) 给 出 . 
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(9.2.3) 


(9.2.4) 


证 明 根据 式 (9.2.3) 两 端 zm (m > 0) 的 系数 相等 , 注意 到 当 m = 0 时 的 情 


形 就 是 方程 式 (9.2.1) 的 始 条 件 , 以 及 yo = 0, 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 


口 


因为 不 便 直接 解 方程 组 式 (9.2.4), 需要 先 看 一 看 函数 Gm € R{y} 在 结构 上 


哪些 是 可 以 利用 的 . 


令 JJ 为 在 Gm 中 所 有 出 现 过 未 定向 量 y = (wy,ya,…) 的 宕 向 量 n= 
(nin2z,na,…) 的 集合 . 对 于 任何 一 个 寡 向 量 n, 记 x(n) = inT, 称 为 半 度 , 其 中 


就 是 n 的 所 有 分 量 n; =i (i> 1) 时 的 情形 . 记 
Gms = 为 Cn| mw-。 (= (Gm),), 
则 由 式 (9.2.4), 对 于 任何 整数 s > 0, 当 m =0 时 , 有 


1, s=0, 
Go,s= 
0， 志 >1 


当 m=1 时 ， 
0, s=0, 
Gi = 
> ywraGue tb s>1. 
k>0 
因为 sk 一 1>0, 即 k< sl1, 所 以 有 


0, s=0, 


Gs = 8 一 1 
waGko-e-n s>1. 
大 =0 


(9.2.5) 


(9.2.6) 


(9.2.7) 
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当 m=2 时 ， 
1, 3 三 和 0 


G2s=4 己 
DyrGksk, s>1. 
k=1 


因为 s 一 上 >0, 即 k< s, 所 以 有 


L 8=0, 
G2s= 9.2.8 
区 > kxGks_b a1 ( ) 
k=1 
当 m >3 时 , 对 于 整数 s > 0, 有 
Gm,s = GH ,+ > Vemt2Ghsktm-2. 
k2>m—1 
因为 ss 一 k++m 一 2>0, 即 尺 < ss 十 m 一 2, 所 以 有 
s+m—2 
Gm,s = GH ,, 十 > Yk—m+2Gk,s—k+m—2. (9.2.9) 
k=m-1 
考虑 到 当 m < 1 时 , G 由 ,=0, 对 于 整数 m > 0 和 整数 s > 0, 有 
0, m= 0, 
Gms= Le (9.2.10) 
Gs 本 ylGHm -us mz1. 
1=0 
引 理 9.2.1 对 于 任何 整数 m >0, 有 
ls m=0, 
Gmo=4 0 m= 三 1(mod 2), (9.2.11) 


ob 加 
二 iT m= 2t, t>0. 
证 明 “首先 , 注意 已 经 知道 Goo = 1 由 式 (9.2.6) 确定 . 然后 , 用 式 (9.2.9), 对 
于 0gm<1, 即 得 
| 1, m=0, 
Gmo = 


0,，m=1. 


对 于 m > 2, 因为 当 s = 0 时 , 第 二 个 式 子 中 的 求 和 不 存在 , 由 式 (9.2.10) 有 
m—2 


mm 一 2 
Gmo bd GH ,, ss 和 (GiGm-2-i)o - > GioGm-2-i,0: 


在 个 i=0 
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在 此 基础 上 , 我 们 可 以 导出 下 面 两 个 结论 . 

结论 1 对 于 m1, 只 要 mm 三 1(mod 2), 就 有 Gmo==0. 

证 明 因为 已 经 得 到 Gi,o = 0, 我 们 可 归纳 地 假设 对 于 整数 ! (0 < 1< m 一 1)， 
只 要 1=1(mod 2), 就 有 Gio = 0. 不 妨 令 m = 2t 十 1. 往 证 Go = 0. 因为 在 上 式 
求 和 号 内 i 二 (m 一 2 一 让 =m 一 2 二 m= 二 2t+1 三 1(mod 2), 故 i 和 mm 一 2 一 i 中 必 
有 一 个 为 奇数 . 由 i, m 一 2 一 i m 一 2 < mm 一 1, 从 归纳 假设 知 这 个 求 和 号 内 的 每 
一 项 均 为 0. 从 而 , Gm,o = G2zt+10 = 0, 即 得 结论 1. 

结论 2 对 于 m=2t, t>1, 有 


t—1 
G20 = YG2j0G2(t-1-7)0 
jd 


证 明 由 结论 1, 即 得 


t 一 1 
Gzt0= > GioGm-2-i0 = > Ga2ioG20-1-j0， 
ocieate-y) j=0 

这 就 完成 了 结论 2 的 证 明 . 

由 结论 1 可 给 出 式 (9.2.11) 中 m 三 1(mod 2) 时 的 情形 . 由 式 (3.1.7) (留意 
C1 = Gz.0) 和 结论 2, 即 得 (9.2.11) 式 中 m 三 0(mod 2) 时 的 情形 . 口 

注意 对 于 整数 t> 0, Gz.o = a 即 式 (9.2.11) 中 m=0(mod 2) 情 
形 的 证 明 , 也 可 直接 对 于 t 用 数学 归纳 法 . 

引 理 9.2.2 对 于 任何 整数 m,s > 0, Gm,s 是 R{y} 上 的 一 个 至 多 s 次 多 项 
式 , 而 且 , Gm,s 与 Yi (1 > s 十 1) 无 关 . 


证 明 先 证 第 一 个 结论 . 令 ne Jm,s. 由 r(n) = s, 有 
d= > in =inT. 
i>1 
从 而 , Gm,s 的 次 


d(Gm,s) < max {Inllin™, n>0}=|sli|= slli|=s. 


这 就 是 第 一 个 结论 . 

再 证 第 二 个 结论 . 当 s = 0 时 , 由 式 (9.2.11) 知 , 对 任何 整数 m > 0, Gmo 与 
UW (1 之 1= s 十 1) 无 关 . 当 s > 1 时 , 假设 对 于 任何 整数 1 (0 < 1 < s 一 1), Gm 
(m0) 都 与 y; (i>1+1) 无 关 . 
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当 m=0 时 , 因为 Go。=0 (s >>1), 自然 Go,s 与 wm (1 > s+1) 无 关 . 假设 对 
于 任何 整数 上 (0 < kk<m 一 1), Gk,s (m >0) 都 与 y (1 > s+1) 无 关 . 往 证 Gn。 
(m>0) 与 (1> s+1) 无 关 . 

由 于 对 于 任何 整数 (0<k<m 一 1), Gk,s (mm>0) 都 与 y; (ti>s+1) 无 关 ， 
所 以 


m—2 


cD (D6isG6m 2103) 


i=0 j=0 
与 (1> s+1) 无 关 . 由 于 对 于 任何 整数 1 (0 < 1< s 一 1), Gmx (m > 0) 都 与 y; 
(i 之 1+1) 无 关 , 所 以 


s—l 


DyinGirm_1s-t1 


1=0 


与 Y (1> s 十 1) 无 关 . 从 而 , 由 式 (9.2.10), 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


由 这 个 引 理 , 我 们 可 按 m,s 由 小 到 大 的 次 序 , 在 RR{ys} 中 逐步 确定 Cn,。 以 
求 得 方程 式 (9.2.1) 的 一 个 解 . 


引 理 9.2.3 对 于 任何 整数 m > 1, 关于 Gm,s, 有 r(n) 三 m(mod 2), me Jm. 


证 明 当 m+s=0 时 , Go0o=1. 从 而 ,s=7(n)=0=m,neJoo. 当 m+s= 
1, 有 Go1=Gi0=0,s=7(n)#m(mod 2), n € Ni1U Tio: 

对 于 任何 整数 m,s > 0, m++s =t> 1, 假设 只 要 整数 i,j >0, i+j <t 一 1， 
就 有 Gi; = 0,i+7= 1(mod 2), 即 满足 引 理 的 结论 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 对 于 
人 十 5 一 加 引 理 的 结论 也 成 立 . 

用 反 证 法 . 如 果 r(n) 关 mm(mod 2), 则 m+ 十 s 三 1(mod 2). 在 Gm,s 中 , 利用 式 
(9.2.10), 因为 m 十 s 三 1(mod 2), m 和 s 中 必 有 一 个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 , 所 以 
GD 。 ,只 与 Gij (i+j<m+s 一 1,i+j 三 1(mod 2)) 有 关 . 从 而 , 由 Gij = 0, 得 
G2 ,。 ,= 0. 相仿 地 , 也 可 得 


Zs-1= DnGim-1s-tl =0. 


1=0 


从 而 , 只 能 s = r(n) 三 mm(mod 2). 
根据 对 于 m 十 s 的 数学 归纳 原理 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


因为 对 wn e Jn,s, 有 r(n) = s, 我 们 可 记 s = r(Gn,。). 从 这 个 定理 的 证 明 中 
可 以 看 出 , 只 要 m++s 三 1(mod 2), 就 有 G。= 0. 


引 理 9.2.4 对 于 任何 整数 m, s > 1, 车 mm 关 s(mod 2), 则 有 Gn 。= 0. 
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证 明 因为 m+s 三 1(mod 2) 当 且 仅 当 m 关 s(mod 2), 故 由 引 理 9.2.3 即 可 
直接 导出 欲 证 的 结论 . 口 

由 这 个 引 理 , 我 们 可 只 考虑 Gm,s 当 m = s(mod 2) 时 的 情形 . 

下 面 , 在 引 理 9.2.1 的 基础 上 , 求 Gm,1 和 Gm,z (m >1). 

先 求 Gi. 根据 式 (9.2.10), 对 于 整数 m > 1, 有 


Goo, m=1, 
Gm1 = i (9.2.12) 
Gay 十 > Yk—m+2Gkm-k-1, Mm>2. 
k=m—1 
由 式 (9.2.10), 知 Goo = 1. 从 而 , Gil = 妨 . 由 
m—l 
> Yk-m+2Gkktm-1 = YGm-1o0, 
k=m—1 
对 于 mm 之 2, 有 Gm = 加 Gm-10. 由 式 (9.2.11), 可 知 
0, 奴 三 0(mod 2), 
Cm = (26)! 
i 一 > 
Mt m=2t+1,t>1 
由 引 理 9.2.4, 导出 Gl ,=0 (m > 1). 从 而 得 
四 =1(mod 2 
各 二 Galy m (mo )， (9.2.13) 
0, mm 三 0(mod 2). 


引 理 9.2.5 对 于 任何 整数 t, 有 


1, = 
Cl = yi, a t=1, 
Ge 十 》 YenGitk Lt kl, t>2. 

k=0 


证 明 当 t=0 时, 由 式 (9.2.6) 得 出 . 当 t= 1 时, 由 式 (9.2.13) 中 t=0 时 
的 情形 得 出 . 对 于 任何 整数 上 > 2, 在 式 (9.2.10) 中 , 取 t=m = s 即 可 得 到 . 口 


继而 , 求 Gm,2. 根据 式 (9.2.10), 对 于 整数 m > 2, 有 


1 
HGuib m=1, 

Gna=4 ,0 要 (9.2.14) 
Gs 未 bs Yk—m+2Gkm-k, m2. 


k=m—1 
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因为 Go = G1o = 0, 所 以 G1,2 = 0. 这 就 是 m = 1 时 的 情形 . 当 m = 2 时 , 由 于 
G 风 =2GooGo2+G31=0, 所 以 


2 
G22= D yrGk2k =G1+yG20 = +y. 


k>1 
对 于 整数 m > 3， 
m-2 m-2 m-2 2 
GH ,, = SD GiGm-2-i), 一 > (GiGm-2-i)2 = 3 DGisGm_2-i2-; 
i=0 i=0 i=0 j=0 
只 由 Gik (0<1<m-3<m 一 1, 0<1<k< 2) 确定 , 从 而 对 于 m > 1, 可 得 
0, m=2t+1, t>1, 
Gy 人 ¥+y, m=2t, t=1, 
m-2 2 
GijGm-2-i2-j+ YGm-11+yGm,o, m=2t,t>2, 
i=0 j=0 
(9.2.15) 


其 中 Gmo 和 Gm_11 分 别 由 式 (9.2.11) 和 式 (9.2.13) 给 出 . 
进一步 , 可 以 看 出 , 对 于 任何 整数 m, s> 1, Gm,s 只 由 Gn (9 和 ss 一 1 p>0， 
4=s 0<p<m 一 1), 依 s 从 1 开始 逐一 增加 的 次 序 所 确定 . 


定理 9.2.2 方程 式 (9.2.1) 在 Ri{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 首先 , 从 上 面 提供 的 求 G,s 的 过 程 , 可 以 看 出 由 此 所 得 的 Gm 为 方程 
组 式 (9.2.4) 的 一 组 解 . 根据 定理 9.2.1, 即 得 方程 式 (9.2.1) 的 一 个 解 ， 然 后 , 由 上 
述 求解 过 程 对 于 始 值 的 唯一 性 知 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


从 式 (9.2.10), 可 以 看 出 对 任何 整数 m, s > 1, Gm,s 只 由 Gr (r+1<m+s 一 
1) 确定 . 所 以 我 们 可 按照 mm 十 s 由 小 到 大 的 次 序 , 然后 在 式 (9.2.11) 和 式 (9.2.13) 
的 基础 上 , 按 m 由 大 到 小 的 次 序 , 用 式 (9.2.10) 逐一 确定 Gm 

例如 , 当 和 +s=0 时 , Goo = 1( 始 条 件 ). 当 m+s=1 时 , G1,o = Gol=0( 由 
引 理 9.2.4). 之 后 , 仅 考虑 mm 十 s=21 (1 > 1). 

当 m+s=2 时 , G2o = 喜 三 1( 由 式 (9.2.11)), G11 = 轴 Goo = 胃 : 

当 m+s=4 时, 由 式 (9.2.11) 中 t=2 时 的 情形 ， 


4! 


40 一 5 二 
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由 式 (9.2.10)， 
1-1 


Cal = oa 烛 D yeriGet2, =2G11+hG20 = 2 + = 3y1; 
k=0 


由 式 (9.2.15)， 
G22 = GooGo02+GoiGo1+Go2Go00+hG1+YyG2,0 
=Gu1+yG2,0 = +y; | 
由 式 (9.2.10)， 


2 


Gis = yiGha t= YG +yG20 = Yiy2+ ys. 
‘=0 


当 m+s=6 时 , 因为 已 经 知道 Geo = 5, Go = 0, 只 需 计算 Gas Ga,2, Ga a， 
G24 和 G1s. 对 于 m=5 和 s=1, 用 式 (9.2.10), 有 


8 
Gs1= >» DGisG3ii +YG4o0 = 2G0,0G31+2G11G2,0+ 2y 


i=0 j=0 


=2G31+2G11+YhGao0 = 6y1 +2y 十 2 = 10y; 


对 于 m=4 和 s=2, 用 式 (9.2.10), 有 


2 2 1 
Gaz= DD CjG2 ia-i 中 mGusn 
=0 


i=0 j=0 
=2G00G2,2+ GY1+2G20G02 + YG3+YyGao 
=2(y? +y) +y? +3y? +2y2 
= 6 + 4y2; 
对 于 m= s=3, 用 式 (9.2.10), 有 


2 
Gss= G+ D yetiGkt22k =2G13 + YG2,2+YG3 + ysGao 


=0 
=2(yy2t+y) + (y+y2) +y(3y)+ys(2) 
= +6yiya + dys; 


对 于 m=2 和 s= 4, 用 式 (9.2.10), 有 


3 
G24= oh 竺 >》 YGit131 = G13+YyG2,2+Yy3G31 + YGao 


4=0 
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=h(yy2 t+y3)+y2 (y+y2) + ys(3y1) + 2ya 
= 2y2y2 + yy + y+ 2ya; 


对 于 m=1 和 s=5, 用 式 (9.2.10), 有 
4 
G1s= Dytit 1G14-1= YG13+Yy3G22+YyaG31+YysGao 
1=0 


= ya(Yiy2 +y3) +ya(Y +y2) + ys(3y) +2ys 
= YY + +3yya + YYs 十 2y2ys + 2ys. 


若 对 于 整数 m,s> 0, 记 1=m+s， 
n= 》 Goeszm (9.2.16) 


m+s=t 
ma20 


则 容易 验证 (1 > 0) 都 是 RR{z,y} 上 的 多 项 式 , 即 Te R[z,gyj. 上 面 的 计算 表 
明 , 对 于 0<1<6, 有 == Ts=0, 


1, 1=0, 
ZT2 +7, 1=2, 
274 + 3y173+ (y+Y2)7? + (Yiya + ya)7, l=4, 
n= 17° + (YI +y2)7? + (yiy2 + Ys) (9.2.17) 


525+ (10%)z5 + (6y? + 4y2)z + (y3 + 6yivy2 + 4ys)73 

十 (2y?ya + yiys + 92 + 2y4)T? + (yy2 + 3yiya 

十 yiys 十 2y2ys 十 2y5)z， l=6. 
定理 9.2.3 方程 式 (9.2.1) 的 解 由 如 下 的 有 限 正 项 和 确定 : 


1l, m+s=0, 即 m=s=0, 


0， m+s 三 1(mod 2), 或 m=0, s>1, 
Gm,s= ( ) 2 (9.2.18) 


8 一 1 


GijGm-2-i,s-i+ 》 yaGHm -us 其 他 ， 


0 人 
当 0O<m<skl 时 ,Gjj=0(0<i<m-2,0<7J<s). 
证 明 在 定理 9.2.2 的 基础 上 , 用 式 (9.2.18), 按照 1! 二 m 十 s 由 小 到 大 的 次 
序 , 求 出 由 式 (9.2.16) 定义 的 多 项 式 Te R[z,sy], 使 得 


g=> Ln 


120 
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就 是 方程 式 (9.2.1) 的 那个 解 . 口 


例 9.2.1 普通 平面 地 图 依 半 度 和 顶点 剖 分 根 同 构 分 类 . 由 文献 [58](204 
页 ), 可 以 看 出 Ti (1= 2t = mm 十 s 之 0) 在 组 合 地 图 中 的 意义 . 这 就 是 帮 中 z™y"， 
7(n) = s 项 的 系数 为 根 点 次 m 和 非 根 端 半 序 s, 非 根 节 点 剖 分 向 量 n 的 普通 平面 
地 图 的 根 同 构 类 数 . 图 9.2.1 提供 了 1<t< 3 时 的 情形 . 


ol 


图 9.2.1 普通 平面 地 图 依 半 度 和 项 点 剖 分 的 根 同 构 类 
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A o 四 
A 
i v w r 
1 1 

o ole o © 

y 2 2 Zo 
1 1 
1 1 

o o o o 

Z3 E73 Zs 26 
续 图 9.2.1 


例如 
T= (bz+(alz2 = Yr+7?, 
T=(ctd)z+(et+f)r?+(3g9)z3 +(h+i)r 
= (yy + ys)T + (F + Ya) + YT +224, 

Ts—5z5 = (y 十 (2z 十 z1) 十 z2 十 (z3 十 z4) 十 (z5 十 z5))z 
十 (2t 十 (2u 十 2u) 十 也 十 27)z2 
十 (7 二 (3E 二 31) 十 (mm 十 3n))z3 
十 ((49 十 2r) 十 4s)z4 十 (5o 十 5p)z5 

= (yy + 3y1ya + ys + 2y2ys + 2ys)T 

+ (2yfya + yiys + + 2ya)7? + (y+ 6yiya + 4ya)z? 
十 (6 好 十 4ya)z + (10y1)z5. 
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9.3 无 环 内 面 型 


在 文献 [67](179 页 ) 中 ( 追 源 于 [29]), 可 以 看 到 介子 方程 


1 
ee 由 1 一 Dev(uzgl--o) (9.3.1) 
glz=0=y=0 = 1. 

式 中 gE R1{z,y}, 9 为 斜 差分 算 子 . 因为 这 个 方程 与 无 自 环 的 平面 地 图 有 关 ， 
所 以 称 之 为 无 环 内 面 型 的 . 

从 geR+{z3j 可 知 9 由 Gm = 979<e 入 Hty}(m 之 0) 确定 . 

首先 , 需要 导出 Bu(u2g|-。) 与 G; (7 > 0) 的 关系 . 由 
yz29 一 世 gl- = (2 z™ 2 y™ ) 


m2>0 


Ory (wglz=u) = 


= € TZm+l 一 2 


m2>0 
一 一 人 一 Day 0 
i=0 
有 
1 t+1 
.lu2g|。-。) = Do (Dt) at D6) 
1>0 i=0 1>0 j=1 
= (5 Gv 7?)z. (9.3.2) 
j21 lL2j-1 
然后 , 递 推 地 导出 (9..(w?glz=w))”(k > 2) 与 G; (i > 0) 的 关系 . 记 
B= GW? = Gum-2y, (9.3.3) 
12I-1 i21 


则 对 于 任何 整数 大 > 2, 有 
了 -1 
PH 从 PP ,下 PP (9.3.4) 
2 2 


jd 
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当 大 = 2 时 , 在 式 子 中 出 现 的 PH = Pi (0<i<j). 


因为 
1 


k 
I 和) 
由 方程 式 (9.3.1), 对 于 整数 m > 0, 有 


Gn= Df or (Besegle)") = Df Pe. 
k>0 k>0 


对 于 整数 m, 上 > 0, 令 


万 内 = | Pl:] 
=p, 
则 由 式 (9.3.3) 和 式 (9.3.4), 有 
> nd 当 大 = 0 时 ， 
， 人 人 
0, m=0, 
I = DGirm-2y’, m>1, 当 ==1 时 ， 
"号 1 
0， 0gms<k-1, 
m—l yy 寺 . 
> Hk- @ 1m m > k, 当 k>2 时 
i=k—1 
由 式 (9.3.5), 即 得 
Gn= 》 了 内. 


k>0 


定理 9.3.1 在 {x,y} 中 ,方程 式 (9.3.1) 与 方程 组 


| Gn— YIN=0 (mz>1), 


k>0 
Go=1 


等 价 . 


(9.3.5) 


(9.3.6) 


(9.3.7) 


(9.3.8) 


(9.3.9) 


证 明 首先 , 由 式 (9.3.3), 知 P==0, 所 以 三 =0. 因为 Go=1+ZDo=1l 可 
见方 程 组 式 (9.3.9) 的 始 值 与 方程 式 (9.3.1) 的 相同 . 然后 , 对 于 任何 整数 m > 1， 
由 方程 式 (9.3.1) 得 到 式 (9.3.8). 从 而 , 由 R{z,y} 中 的 消去 律 , 即 得 欲 证 的 


结论 . 


口 
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可 惜 的 是 , 在 式 (9.3.8) 中 的 求 和 不 是 有 限 的 . 这 就 使 我 们 不 得 不 寻找 一 个 新 
的 参数 s, 使 得 对 于 任何 给 定 的 s, Gm,s 总 是 有 限 的 . 自然 会 想到 , 将 s 选 作 y 的 
次 . 通过 论证 , 这 时 的 Gm, 仍然 不 是 有 限 的 . 

由 Gm ER4{ 引 ,有 


Ge= > Gna (9.3.10) 
mnEJm 
其 中 J 为 Gm 中 所 有 项 中 出 现 过 的 y 的 次 向 量 n 的 集合 . 当然 , Gmn € Rn. 
对 于 任何 n, 令 r(p) = 各 7, 称 为 n 的 半 度 . 对 于 任何 整数 m, 大 > 0, 记 


= (Gm),= 2 Gnng (9.3.11) 


nEIm 
"(n)=s 


因此 , 也 可 以 称 x(Gm,s) = s 为 Gm,s 的 半 度 和 , 记 Jn,s = {ne€ Jm|r(n) = s}. 
为 从 式 (9.3.9), Go = 1, 导致 Go。= 0 (s > 1), 即 对 于 整数 s > 0， 


Gms = 和 Gnny” 


nEIm 


n(n)=s 


1, s=0, 
Gos= | (9.3.12) 
上 


只 需 考虑 m > 1 时 的 情形 . 对 于 大 > 1, 由 式 (9.3.7)， 


lm = (DGirm-2y’') = > (Girm-2y'), 


En ”2m-1l 


Ea > YiGitm-2,s-i= DiGitm_2si 
lzm-1 $=] 


s—l 


二 DyinGjitm-1a jl. (9.3.13) 
j=0 
引 理 9.3.1 对 于 任何 整数 m > 0, 在 方程 组 式 (9.3.9) 中 , 有 
Ce { b= (9.3.14) 


0, mz>z1. 


证 明 当 mm =0 时 , 就 是 方程 组 式 (9.3.9) 的 始 值 条 件 . 当 m > 1 时 , 由 式 
(9.3.7) 和 式 (9.3.8), 以 及 I =0 (上 > 0), 即 导出 欲 证 的 结论 . 品 


下 面 , 再 看 一 看 Gm 即 s = 1 时 的 情形 如 何在 引 理 9.3.1 的 基础 上 导出 . 
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引 理 9.3.2 对 于 任何 整数 m > 0, 在 方程 组 式 (9.3.9) 中 , 有 


0， m=0, 
Gm1=$4 th, m=1, (9.3.15) 
0， m2. 


证 明 首先 , 由 式 (9.3.9), 知 Goo = 1, 从 而 有 Go,s =0 (s>1). 这 就 是 m=0 
情形 下 的 结论 . 然后 , 讨论 m > 1 时 的 一 般 情形 . 对 于 m = 1, 由 式 (9.3.13), 知 


0 
nl =I1= (Dyit1G3,e i-1) = (Go0)) = 
j=0 


由 于 7 =0, 从 式 (9.3.7) 和 式 (9.3.13), 即 得 五 由 = 0 (k 之 2). 从 而 , 由 式 (9.3.8)， 
有 G1 = 轨 . 进而 , 由 式 (9.3.7), 以 及 I = 0 和 式 (9.3.7), 有 


= = 了 := Si 三思 Go 一 
j=0 


由 式 (9.3.7), 有 

| =(P?), =P?=(y),=0. 
同 理 , 有 了 由 = 0 (k > 3). 从 而 , 由 式 (9.3.8), 得 G2 = 0. 如 此 下 去 , 可 得 
Gm1 =0(m > 3). 口 


由 于 Gio = Go = 0, 这 启示 我 们 不 能 不 想 探究 Cn,。(m, s>0) 中 0 的 分 
布 , 以 便 在 求 它们 时 将 这 些 0 值 忽略 不 计 . 

引 理 9.3.3 对 于 任何 整数 m，s > 0, 如 果 n € Jm,s, 使 得 Gm,s 关 0, 则 
s="7(n)=m(mod 2). 

证 明 由 上 面 的 计算 可 以 看 出 , 当 m 十 s < 1 时 , 只 有 Gow 关 0. 这 时 , m 三 
s(mod 2), 即 欲 证 的 结论 成 立 . 对 于 m 十 s > 2, 用 数学 归纳 法 . 假设 Gij 0 
(i+j<m+s, i, j 之 0), 都 月 i 三 j(mod 2). 往 证 ,对 于 Gm,s 关 0, 有 s 三 m(mod 2). 
由 式 (9.3.7) 和 式 (9.3.8), 知 


Gm,s = 委 nN,, (9.3.16) 
k=0 
由 式 (9.3.7), 知 了 内 。(k 之 2) 都 只 与 JL; (i+j < m+s 一 1) 有 关 . 由 归纳 假设 ， 
它们 的 项 都 满足 欲 证 的 结论 . 只 剩 下 k= 1 时 的 情形 . 考虑 式 (9.3.13) 中 的 项 


YtGitm-ls-ij-1 (0g<j<s—1). 
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因为 (j++m 一 1)+(s 一 j 一 1) =m 十 s 一 2 < m 十 s 一 1, 由 归纳 假设 , 知 
j+m—1==s—-j-1l(mod?2) = m-1=s-1(mod 2) > m=s(mod 2). 


这 就 完成 了 预想 结论 的 证 明 . 口 


由 于 m 三 s(mod 2) 意味 着 m 十 s 三 0(mod 2), 这 个 引 理 提示 我 们 , 对 于 任何 
NnEJms; 都 有 人 mm 十 r(n) 三 0(mod 2). 


定理 9.3.2 方程 式 (9.3.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 对 于 任何 整数 m,s >0, 当 m+s=0, 即 m=s=0 时 , 由 式 (9.3.14)， 
知 Goo = 1. 这 就 是 方程 式 (9.3.1) 的 始 条 件 . 当 mm +s= 1 时 , 去 确定 Gok 和 
Guo. 由 引 理 9.3.3 知 , Go,1 = G1o = 0 满足 方程 式 (9.3.9), 从 而 由 定理 9.3.1 知 ， 
它们 也 适合 方程 式 (9.3.1). 在 此 基础 上 , 可 以 假设 对 于 任何 整数 !, t > 0, 只 要 
1+t<m 十 s, 用 上 面 的 方法 所 得 的 Gi 都 满足 方程 式 (9.3.9). 往 证 Gm,s 满足 方 
程式 (9.3.9). 

由 式 (9.3.13) 可 以 看 出 , I7m,s 仅 依赖 Gj4m-1,s-j-1. 因为 (j+m 一 1)+(s 一 
j 一 1) =m+s 一 2 < m++s, 由 归纳 假设 , 17,,,s 可 以 被 确定 . 由 式 (9.3.7) 可 以 看 出 ， 
对 于 所 有 2 和 大 和 m, Tk。 只 由 I,s 的 项 确定 . 从 而 , 由 式 (9.3.16), Gm,s 随 之 
被 确定 . 这 就 意味 着 求 出 了 方程 组 式 (9.3.9) 的 一 个 解 . 由 定理 9.3.2, 即 得 方程 式 
(9.3.1) 的 一 个 解 . 

进而 , 由 方程 组 式 (9.3.9) 解 的 唯一 性 , 可 知 方程 式 (9.3.1) 的 这 个 解 是 仅 
有 的 . 口 


为 了 求 出 这 个 解 的 尽量 简单 的 系数 均 为 正 项 和 的 表达 式 , 还 必须 进一步 揭示 
它 的 有 关 结 构 上 的 性 质 . 


引 理 9.3.4 对 于 任何 一 个 给 定 的 整数 s > 1, 如 果 正 整数 s< m 一 1, 则 
Grm,s =0. 


证 明 当 s= 0,1 时 , 分 别 由 式 (9.3.14) 和 式 (9.3.15) 可 以 看 出 , 如 果 正 整 
数 s<m 一 1, 则 Gn。=0. 当 s>2 时, 可 以 假设 对 于 任何 整数 上 < s 一 1l, 只 要 
t< m 一 1, 就 有 Gm = 0. 根据 数学 归纳 法 , 往 证 t= s 时 引 理 的 结论 成 立 . 

由 式 (9.3.14) 可 见 , 对 于 s > 1, 式 (9.3.16) 变 为 


Gs = Tn, (9.3.17) 
k=1 
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要 想 证 明 Gm,s = 0, 就 必须 先 对 于 整数 1 <k< m, 证 明 TI = 0. 当 k=1 时 ,在 
式 (9.3.13) 的 基础 上 , 由 sm 一 1, 有 


s—j—-1<m-1—ij-1< (m+i—1)-1. 


由 于 s 一 j 一 1< s 一 1, 从 归纳 假设 知 对 于 所 有 整数 j (s 一 1 >j>0), Gm+j-1,s-j-1= 
0. 由 式 (9.3.13), 即 得 I7m,s = 卫 内 ,= 0. 进而 , 由 式 (9.3.7), 就 可 得 I 内, = 0 
(k > 2). 口 


这 个 引 理 使 我 们 在 求 方程 组 式 (9.3.9) 解 的 过 程 中 , 可 以 不 用 考虑 在 和 矩形 区 域 
m, s 之 1 内 , 射线 由 =s 下 部 的 G。 了 . 


引 理 9.3.5 对 于 任何 整数 m,，s > 1, 如 果 m 十 s 是 奇数 , 则 Gs = 0. 
证 明 实际 上 , 这 是 引 理 9.3.3 的 一 个 直接 推论 . 口 
前 面 的 两 个 引 理 , 使 我 们 求解 方程 组 式 (9.3.9) 的 工作 量 减少 了 3/4. 


引 理 9.3.6 给 定 一 个 整数 s > 1. 对 于 任何 整数 m > 1, Gm,s ER4{Y} 与 
( > s 十 1) 无 关 . 


证 明 由 式 (9.3.17), Gm,s 由 也 由。(1 <k < mm) 确定 . 由 式 (9.3.7), tl， 
(2<k<m) 仅 由 17m,s = 卫 则 ,确定 . 由 式 (9.3.13), Tm,s 由 Gj4ym-1s-j-1 (0 < 
js 一 1) 和 (1<1< s) 确定 . 

当 s= 0, 1 时 , 分 别 从 式 (9.3.14) 和 式 (9.3.15) 知 引 理 的 结论 成 立 . 这 就 允许 
我 们 假设 对 于 正 整 数 +< s 一 1, Gm 只 依赖 y (1 < 1< s 一 1). 往 证 Gm,s 只 依赖 
(1<1gs). 因为 s-j 一 1< s 一 1,0<j<s 一 1, 由 归纳 假设 , 即 可 得 Gn,。 只 与 
(1 < 1< s) 有 关 . 这 就 得 到 欲 证 的 结论 . 口 


这 个 引 理 启示 我 们 , 在 求 Gw,。(m,，s > 1) 时 , 只 需要 考虑 y, 中 的 s 个 变量 
就 够 了 . 就 是 说 , 对 于 给 定 的 整数 s > 1, 将 无 限 维 空间 中 的 方程 式 (9.3.1) 的 求解 
简化 到 在 有 限 s 维 空间 上 进行 . 

引 理 9.3.7 对 于 任何 整数 m, s > 1, Gm,s 是 RR{y} 中 的 最 低 次 不 小 于 1 和 
最 高 次 不 超过 s 的 一 个 多 项 式 . 

证 明 由 引 理 9.3.6, 我 们 可 考虑 任何 ns = (n1,n2,… ,ns) € Jm,s. 因 寡 向 量 
为 ns 的 项 是 |ns| 次 的 , 令 D = {ns|| ns e .7m,s}, 即 Gm,s 中 项 的 所 有 次 的 集合 . 
因为 


1=llgl= mighns| (<i<s), 
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其 中 11 为 nj = 6 (1<j< s) 的 向 量 和 ， 

s=|sh|= 2 Insl, 
即 得 欲 证 的 结论 . 口 


由 这 个 引 理 我 们 可 以 看 到 , 对 于 任何 给 定 的 整数 m, s > 1, 求 Gm,n 是 在 有 限 
的 空间 中 寻找 所 要 的 多 项 式 . 


引 理 9.3.8 方程 式 (9.3.1) 的 解 由 如 下 正 系数 多 项 式 给 出 : 


四 m+s=0, 即 m=s=0, 
Cn = Dn,, m+s>1, m, s>1,mz=s(mod 2), (9.3.18) 
k=1 
0, 其 他 ， 
其 中 
s—1 
w+HiCirm-us-i-1 (= I1m,s), k=1, 
j=0 
s—1 3 一 1 
nN,=4 Yn, 8), k=m=s, (9.3.19) 
i=1 j=1 
m—l s—l 
Fen), k22 
i=k—1j=1 


证 明 由 引 理 9.3.4、 引 理 9.3.5 和 式 (9.3.17) 即 得 式 (9.3.18), 进而 可 得 式 
(9.3.19). 口 


在 这 个 引 理 的 基础 上 , 下 面 求 m 二 s < 6 时 的 Gm,s. 由 式 (9.3.18), 只 有 
m+s 二 0,，2, 4 和 6 四 种 情形 . 当 m+s=0 时 ,只 有 Go,o = 1. 然后 , 考虑 
m, 61, 

当 mm 十 s==2 时 , 只 需求 Gi1. 因为 G11 = I 


1-1 
I En DG be YGo,o: 
j=0 


由 Goo=1, 有 Gi=: 
当 m 十 s = 二 4 时 , 就 是 求 Gs2 和 G1,3. 
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因为 G2,2 = 1 吕 +TB 了 风 = 1722, 内 = na@In, 所 以 有 


= Sy =NGu1+yG20 = YG 
j=0 


ne =YGoo BGoo = YG o: 


由 Go =1, G1 二 1, 即 得 G22 = y? 十 yo 
因为 G13 -3 I11s, 
2 


Ins= waGiaz- =NGo02+yGu1+Yy3G20 = YG11 = YYye, 
i 


所 以 有 Ga = yy 
当 m+s=6 时 , 就 是 求 G3,3, G24 和 G1,s. 
因为 Gas = 内 + 了 7 虹 + 了 7 虹 , 以 及 


n= - > 2-j =Y1G2,2 = +hy, 


j=0 


2 2 2 
ne 有 DD; 8®1)= > (Ts-ia ®t+ 3- ® Ii2) 


i=1 j=1 i=1l 
= (1228 + ®12)=2(1,2®I,) 
=2(NG1 BGo00) = 2(y2G11G0,0) = 2yiy2, 
I = 181 =hG008 YG$ = G3 =Y, 


所 以 有 G33 = (w+y1y2) + (2y1y2) + Ys = 2 +3y1vy2 + Ya. 
因为 G24 = T7244[1]+172,l2], 以 及 


3 
nh 天 w+H1Girua- 一 加 Ge 二 加 G22 = 2y?y2 + Y2, 


13 
1 3 3 
DR = 81) = (4;® Ih,) 
130 j=1 j=1 


=2(I11,1®11,3) = 2ysGo,0G11 = 2yiys, 


所 以 有 G2,4 = (2yiya 十 好 ) 二 (2y1y3) = 2y?y2 十 2yiy3 十 好 
因为 G1s = 卫 L = THs, 以 及 


Ilis = yt1G3,4-; = Gos+yG1s+ysG2.2 


j=0 


= YG13+yaG22 = y+ y+ yys, 
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所 以 有 G1s = 92 十 YY 十 Yays- 
推论 9.3.1 对 任何 一 个 整数 s>1, 有 I =y 
证 明 根据 式 (9.3.19), 当 m =k=s 时 ， 


8 一 1 s—l 


nn = yD i®I, i)- 


i=1 j=1 
如 果 i 才 j, 则 不 是 i> j 就 是 s 一 i > s 一 j, 从 而 TE_i = 0. 这 就 意味 着 


ne =n ii@I (>1). 


一 J,3—j 


如 果 j 关 1, 即 j>2, 则 s-j<s-2<s-1, 从 而 I 1 ，= 0. 这 就 意味 着 


js—j 
n= 7 8. 
I = 就 是 s= 1 时 的 结论 . 对 于 s > 2, 可 以 假设 Ji ， 二 Ys-1. 由 数 


学 归纳 法 ， 
I =y, 18 I =Y-18 =Y,, 


即 得 欲 证 的 结论 . 品 
至 此 , 对 于 方程 式 (9.3.1) 的 解 , 我 们 可 以 完成 所 有 系数 多 项 式 在 R{y} 中 的 
正 项 和 表示 . 
定理 9.3.3 方程 式 (9.3.1) 的 解 由 如 下 系数 为 正 项 和 的 多 项 式 给 出 : 


1, m+s=0, 即 m=s=0, 
m 

Gms >》 ,IT m+s>1,s>m>]1,mz=s(mod 2)， (9.3.20) 
0, 其 他 ， 


其 中 对 于 s > m > 1, m = s(mod 2)， 


Ys, k=m=s, 
a—l1 

i Pn 41s-j-1 (=JTms)， 除 k=m=s 外 ,k=1， 
ks 5 8 一 上 
3 Tn -Ne ;@® 13), 除 k=m=s 外 ,>2. 
i=k—1j=1 


(9.3.21) 
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证 明 这 是 引 理 9.3.8 和 推论 9.3.1 的 直接 结果 . 口 


例 9.3.1 无 环 平面 地 图 依 根 点 次 和 非 根 顶 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 分 类 . 文献 
[67] 已 经 提供 了 无 环 平面 根 地 图 以 根 点 次 m (z 的 寡 ) 和 非 根 顶 点 剖 分 向 量 mn (y 
的 寡 向 量 ) 为 参数 的 同 构 类 数 的 函数 是 方程 式 (9.3.1) 的 一 个 解 的 论证 . 由 定理 
9.3.2 知 , 上 面 所 求 出 的 Gm,。 (m 十 s < 6) 都 有 计数 上 的 意义 . 

在 图 9.3.1 中 , 可 以 看 出 , 例如 


oe 
Vy OY 
es 
voy 


图 9.3.1 元 环 平面 地 图 的 根 网 构 类 


9 
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G11= (0)=%, 

G22 =(b)+(0) = +y, 

G13 = (d) = Yiy, 

Gas=(e)+3(f)+(9) = +3yy2 +Yys; 
G2,4 =2(h)+2(i)+(7) = 2 +2yys + 
G1s=(m)+(k)+() = +y ys + yys, 


以 及 


N=(n)=%, T=(0)=y, n=(p)=Y. 


9.4 无 隔 内 面 型 


在 文献 [21] 和 [57](187 页 ) 中 , 可 以 看 到 方程 


Pg yOryflu=z 
| 1=e+e), 1 二 2. 由 -=， (9.4.1) 


fl:=0=v=0 = 0, 


其 中 fe R{z,y}, 2 = (Yi,V2,Y3,…). 

这 个 方程 是 从 研究 不 可 分 离 平 面 地 图 的 根 同 构 类 数 的 过 程 中 发 现 的 . 因为 
不 可 分 离 就 是 不 存在 一 个 顶点 , 这 使 得 将 一 个 地 图 隔离 为 多 个 地 图 , 称 方程 式 
(9.4.1) 是 无 隔 内 面 型 的 . 

从 f eR{z,Y} 可 知 , 了 由 Fn =O0mf ER{y}(m >0) 确定 . 

由 


Bujh-== Pn 型 ) -wypa(), 


0 
以 及 


zy-1= GD (Tv), 
i=0 
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Ce 二 |S Sy i + 


be D0 “i=0 
= (Sve 2— 3) Sy 
V1 1>1 i=1 
-P(e) (Pa) 
1>1 1 Ui 


由 此 即 可 得 
yrwflu=s = >, (PR). (9.4.2) 
iz1 lzi 
对 于 介子 泛 函 下 的 部 分 , 由 
EE 己 
Ia POsflers) ， 
可 得 Bf 
YOrvflu=z 
1 -2 Gryflu=a). 
利用 式 (9.4.2), 有 
yOr yflu=z ( i-1 站 
= hi- s (9.4.3) 


为 叙述 方便 , 对 于 任何 整数 上 >1 和 m>0,i 记 Am = 6m(85yflu=z)， 
0, k=0, 


从 = 倍 ， SS (9.4.4) 
3 A,, k>2. 


容易 证 明 , 对 于 任何 整数 k>1 和 m >0, 4 内 = Bm(B8,,fl。=z)*. 由 式 (9.4.2)， 
对 于 任何 整数 m > 1, 即 得 
Am = > Ray R= 
l>m+1 


I _ elk- (9.4.5) 
Am = DAn-3h;, k>2. 
i=0 
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对 于 任何 整数 >1, m0, 令 
Am),， k= 1, 
A = he ) (9.4.6) 
J (va), k>2. 
由 此 可 见 , 对 任何 整数 k>1 和 m>0, AN =0 名 AQ =0. 
定理 9.4.1 方程 式 (9.4.1) 与 下 面 关 于 Fh, (m > 0) 的 无 限 方程 组 


0, m=0, 
DA m=, 
a 9.4.7 
” |] 1+D A, m=2, (40) 
k>1 
DA m>3 
k>1 


在 R{z,y} 中 等 价 . 
证 明 由 式 (9.4.3) 和 式 (9.4.4) 有 


fies 7 ii 
(De) =D 


j21 i20 j21 i20 


=5 (vab)s’ 


iz0 jz21 


由 式 (9.4.6), 有 
Oryflu=s _ Ni i 
i -> (2 (oj))s = 2 (TY) ” 
因此 方程 式 (9.4.1) 可 变 为 
=z2+z》、 (DA )z =z2+》， (DA se" 
0 “221 m2>0 jj>1 


这 就 意味 着 , 对 于 任何 整数 m > 0， 
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当 m=0 时 , 由 A_1=0 坟 A 由 =0 (j>2), 得 且 =0. 这 就 是 方程 式 (9.4.1) 的 
始 条 件 . 当 m > 1 时 , 与 式 (9.4.7) 相同 . 从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 

这 个 定理 使 我 们 可 以 只 研究 方程 组 式 (9.4.7) 的 定性 理论 与 求解 就 够 了 . 因为 
每 一 个 方程 都 与 Fn (m > 1) 有 关 , 无 从 直接 讨论 其 解 的 存在 性 以 及 唯一 性 , 更 不 
用 说 如 何 求解 了 . 为 了 解决 这 些 问题 , 不 能 不 先 考虑 如 何 对 它 进行 简化 . 


引 理 9.4.1 对 于 任何 整数 k>1, 有 AN =0 (0<m<k). 


证 明 当 k=1 时 ,由 有 =0 坟 A 由 =0(k>1), 有 矿 =0. 当 kk>2 时 ,可 以 
假设 对 于 任何 整数 1 <t<k 一 1, A =0 (0 < m <). 用 归纳 法 , 往 证 对 于 t=， 
引 理 的 结论 也 成 立 . 在 式 (9.4.5) 和 式 (9.4.6) 的 基础 上 , 利用 归纳 假设 , 即 可 得 欲 
证 的 结论 . 口 


这 个 引 理 意味 着 , 在 方程 组 式 (9.4.7) 中 , 对 于 任何 整数 m > 1, 第 m 个 方程 
不 含 A 则 (k > m). 也 就 是 , 方程 组 式 (9.4.7) 变 为 


R= 1ltAh, m=2, (9.4.8) 
m—l 
2 ms 
k=1 


这 就 将 方程 组 式 (9.4.7) 的 每 一 个 方程 中 的 无 限 和 变 成 了 有 限 的 . 
因为 FE R{y)}, 令 Jm 为 F, 中 所 有 项 的 宕 向 量 的 集合 . 对 Yn es Jn, 记 


n(n)= (Dina)n®, 
iz1 
其 中 mb 是 只 有 第 i 个 分 量 为 1、 其 他 所 有 分 量 为 0 的 向 量 . 由 y= (yi,yo,ya,…)， 
就 有 
7(n) = Din:. (9.4.9) 
iz1 


考虑 式 (9.4.8) 中 m =2 时 的 情形 . 由 式 (9.4.5) 和 式 (9.4.6), 得 
和 4= (二 mw = Rw (9.4.10) 
是 122 1>2 


由 此 可 见 , 这 时 的 方程 是 无 限 的 . 从 而 , 方程 组 式 (9.4.8) 形式 上 仍然 是 无 限 的 . 不 
过 , 因为 所 有 Fm (m > 0) 都 与 yo 无 关 , 所 以 有 


A = Ry. (9.4.11) 
123 
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因此 , 式 (9.4.8) 变 为 


0, mz<]1, 
1 Fiy2, m=2, 
a + SE (9.4.12) 
m—l 
>》 A ，， m > 3. 
k=1 
对 于 任何 整数 s> 0 记 Fm,s 二 (Fm),. 由 Fm ER{y}, 有 
a= Yo and (9.4.13) 
ss 
其 中 Fnn € R. 
先 考虑 羽 ,,. 由 式 (9.4.12) 中 m =2 时 的 情形 , 有 
1， s=0, 
Fs = tl (9.4.14) 


DR inyi= dD Rs s>1. 
2 


l=1 
要 想 求 玉 ,。(m > 3), 由 式 (9.4.7), 必得 求 A 内 ，,. 由 式 (9.4.6), 先 看 一 看 
A 风 . 由 式 (9.4.5), 有 


MM=D A = A ( 5 Ra (9.4.15) 
j=0 j=0 lz2j+1 
为 叙述 简便 , 对 于 整数 k>1 和 m >0, 令 
l= fA. 4. 
I 所 入 (9.4.16) 
记 Zn = 内. 由 式 (9.4.5), 有 


2 Bdemily R=, 


n= +t 本 (9.4.17) 
和 TGS ks 
j=0 
由 式 (9.4.6), 可 知 A 周二 yi @ I. 在 式 (9.4.17) 的 基础 上 , 利用 卷 积 的 性 质 , 可 得 
> Fm= Firm_iy, k=l 
J 121 


m 


A = weD Nom = ne (nen) 
j=0 


-Ste ( 5 Ryan), £22 


j=0 12j+1 
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从 1-m-1>0, 4o=0 僵 而 =0 =0 (k 之 1), 可 得 
0 


> 有 Ha k=1, 

A =4 2 (9.4.18) 
> my @ > Fs-im), k>2. 
j=1 l=j+1 


在 此 基础 上 , 当 大 = 1 时 , 对 于 任何 整数 m >2 和 s >0， 
Anm,s = (DFirm my), 一 》 Pm. 
1=1 l=1 


当天 > 2 时 , 对 于 任何 整数 m > 2 和 s > 0, 有 


m-l 
AN,=(D( (IE J@y Rr- 1 )), 


j=1 >1 
m—l 
(( Te@D Ri- 1 )), 
j=1 1>1 
m—l 
- 呈 ei ),] 
j=1 1>1 
m-l s 
= ( 吃 和 rT @(D Rr- ),] 
j=1 r=0 lz1 
m-l s 


人 Rd) 


l=1 


p33 (RN, @® DD 局 ur 


j=1 r=1 1=1 


综合 以 上 两 个 式 子 , 即 得 


a 
> Fi_m-_1,s-iV, k=1, 
2 (9.4.19) 


DD (ne, ,dD Fy ir i), k>2. 


j=1 r=1 l=1 


age 


定理 9.4.2 方程 式 (9.4.1) 与 方程 组 


区 m=2,8=0, 

: 
PFs- m=2,s>1, 

Bs a 1=2 
m—l [a 
5 (Dh) eR m), m3 
1<rss 一 1 大 =2 l=1 
(9.4.20) 


在 R{y} CR{Z;y} 上 等 价 . 

证 明 由 定理 9.4.1, 只 需 讨论 式 (9.4.20) 与 式 (9.4.7), 即 式 (9.4.12) 等 价 . 

首先 , 在 式 (9.4.12) 中 m = 2 时 的 情形 基础 上 , 由 式 (9.4.14), 即 可 得 式 
(9.4.20) 中 m =2 时 的 情形 . 

然后 , 在 式 (9.4.12) 中 m > 3 时 的 情形 基础 上 , 由 式 (9.4.19) (注意 ,Fn,。 由 
A 内 ， ,确定 ), 有 


Fmn,s= > (De, ® DF-uri) 
t=1 


ll 
M9 


ls) @ YF-ur-m 
1=1 


1 
A 


m-1 r 
( 到 @® PF-ur-iy 
1=1 


一 > ( HW} 7) @ DPitj-ur i 


k=2 l=1 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 口 


在 式 (9.4.20) 的 基础 上 , 对 于 所 有 m > 2 和 s > 0, Fm,s 还 有 哪些 为 0 项 而 
可 以 被 忽略 ? 

引 理 9.4.2 ”对 于 任何 整数 m>2 和 s 之 0, 只 要 Fn,s 关 0, 就 有 m==s(mod 2). 

证 明 因为 m+s>2, 且 只 有 当 m=2,s==0 时 满足 m+ 十 s=2, 故 由 式 
(9.4.14), 知 Fzo =1#0. 

对 于 n= m+s 用 归纳 法 . 假设 对 任何 整数 i>2, j>0, 当 i+j<n 一 1 时 ， 
只 要 五; 关 0, 就 有 i 三 j(mod 2), 即 i+j 三 0(mod 2). 往 证 , 当 mm 十 s =n 时 , 只 
要 Fn,s 关 0, 就 有 m++s 三 0(mod 2). 
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在 式 (9.4.19) 的 基础 上 , 因为 
(mm 一 7 一 1) 十 (s 一 7) 王 到 十 s 一 7 一 7 一 1 
<m+i+s—-3<m+i+s—l1=n—1, 
(I+ij—1)+r—l=r+j—2<(s—1)+i-—2 
<m+s—3<m+s—l1=n—1, 
((m—ji—l)+(1+j—1))+((s—7)+("—/)) 


=(m+l—2)+(s—l)=m+s—2<m+s—1=n—1, 


由 归纳 假设 , (m 一 j 一 1)+(s 一 7) 三 0(mod 2), (1+j 一 1)+(r-!)=r+ij 一 1= 
0(mod 2), 因此 


0=((m-—j—1)+(s—7))+(r+i—1)=m+s—2=m+s(mod 2). 
从 而 引 理 的 结论 得 证 . 口 


进而 , 还 要 讨论 对 于 任何 给 定 的 整数 m，s > 0, Fm,s 只 可 能 与 y 中 的 哪些 变 
量 有 关 . 


引 理 9.4.3 ”对 于 任何 整数 m >2 和 s >0, Fm,s 关 0 与 所 有 yi (1 > s+1) 
无 关 . 


证 明 对 于 任何 me Jms, 7(n)=s, 即 


s= Diy:. 


i>1 


如 果 在 忆 ,,。 中 存在 y(1 > s++1), 则 存在 ne Jn,s 使 得 ns+l > 1. 从 而 


D iy > (s+1)nir > s+l1, 
iz1 


即 mw(n) > s 十 1. 这 与 r(n) = s 矛盾 . 口 


由 这 个 引 理 , 对 于 任何 整数 m > 2 和 s > 1, 我 们 可 以 将 a,s 限制 在 y=y, = 
(y1,y2，… ,ys) 的 范围 内 . 


定理 9.4.3 方程 式 (9.4.1) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 由 定理 9.4.2, 只 需 讨论 方程 组 式 (9.4.20). 先 看 一 看 整数 m >2 和 
3 之 0, m 十 s < 4 时 的 情形 . 因为 m+s > 2, 故 从 mm 二 s=2 开始 ,已 知 Fo =1.， 、 
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由 引 理 9.4.3, 只 需 考虑 m 十 s 为 偶数 时 的 情形 . 当 m+s==4 时 , 只 有 Fo = 0， 
Fs1 =0 和 Fz,2 = Fz,0y2 = Y2. 

当 m+s 之 6 时 , 假设 对 于 任何 整数 p>2 和 g > 0, ,a 都 已 经 由 式 (9.4.20) 
求 出 . 用 归纳 法 , 往 证 五 ,,。 由 这 些 五,, 确定 . 

事实 上 , 在 式 (9.4.20) 中 , 所 有 了 必 -| 。， 只 由 所 有 刁 4;_1,_1 确定 . 因为 


(I+i—1)+(r—D)=r+ij—l<m+s—3<mt+s, 


由 归纳 假设 , 即 得 瓦 .,。 从 而 , 方程 式 (9.4.1) 在 RR{z,y} 中 有 一 个 解 . 
考虑 到 用 式 (9.4.20) 在 RR{y} 中 求解 过 程 的 唯一 性 , 方程 式 (9.4.1) 的 这 个 解 
是 仅 有 的 . 口 


剩 下 的 问题 , 就 是 如 何 使 方程 式 (9.4.1) 的 求解 过 程 更 简捷 . 为 此 , 不 能 不 进 
一 步 地 了 解 这 个 解 本 身 的 结构 . 


引 理 9.4.4 令 ficv ER{z,y} 是 方程 式 (9.4.1) 的 解 . 记 


i (mn) 
Sims = >》 Ot) foov, (9.4.21) 


nEIm 
"(n)=s 


则 有 Sm,s € 只 + 地 


证 明 由 定理 9.4.3, 可 知 5%,s = Fm,s 满足 式 (9.4.20). 从 定理 9.4.3 的 证 
明 过 程 对 于 始 值 的 唯一 性 , 以 及 对 于 始 值 的 非 负 整 数 不 变 性 , 即 可 导出 欲 证 的 
结论 . 口 

进一步 地 , 还 可 寻找 新 的 0 值 项 , 以 便 将 它们 忽略 不 计 . 

引 理 9.4.5 ”对 于 任何 整数 m > 1 和 s> 0, 如 果 m > s 十 1, 则 对 任何 整数 
“ES, DN, =0: 
证 明 首先 , 考虑 大 = 1 时 的 情形 . 由 式 (9.4.17), 有 


stmtl 


Tm,s = > histmti-iyi-m-1 (因为 y_i 不 存在 ) 


l=m 
st+mt+l s 

= y Flstmti-iY-m-1 = > Ferm,s—tYt: 
l=m+1 t=0 


当 s =0 时 , 由 于 对 任何 整数 m > 2, mo = Fnioyo, 所 以 这 里 只 考虑 y = 
(Yi,y2，,…). 因为 yo 不 存在 , 只 能 是 JI,o = 0， 由 式 (9.4.12), F2o =1, 且 对 
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于 所 有 m > s+1=1, 因为 mo EV, 故 除 m=2 外 ,都 有 Fmo 二 0. 当 s==1 时， 
因为 Ta = Fniyo 十 Fm+1oW 二 Fm+1,oy1, 所 以 有 


即 对 于 ms+1=2, In 一 0. 
对 于 任何 整数 s > 2, 假设 对 任何 整数 m > s, 以 及 任何 整数 1<r 和 sl, 已 
经 得 到 Im = 0, 所 以 Fm = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 J, = 0. 由 


Hn,s = Firms-tye = Fn,syo =0, 
得 Fm,s =0. 
对 于 大 > 2, 假设 对 于 任何 整数 1 < 1<k 一 1, 已 经 得 到 ,=0 (m > s+1). 
用 数学 归纳 法 , 往 证 了 内 , =0. 由 式 (9.4.17), 有 


区 ,- [车 翅 em],- 守 [eee], 


j=0 j=0 
其 中 
[nem] = 并 一 2 -时 ,@®ILjr. 


因为 m > s 十 1, 故 对 任意 0<r< s， 
m-jgs-—r > -jg<-(r+l) = 了 >7r 十 1. 
用 归纳 法 假设 , 对 任意 0< 7 < s, 不 是 了 IW-} = 0, 就 是 -1 = 0. 从 而 , 只 能 
WN, = E Oo 
在 式 (9.4.12) 和 式 (9.4.18) 的 基础 上 , 从 引 理 9.4.5, 直接 可 得 : 
推论 9.4.1 对 于 任何 整数 m >2 和 s> 0, 如 果 m > s+1, 则 除 Fo=1 外 ， 
其 他 Fs = 0. 口 


在 上 面 两 个 结论 的 基础 上 , 就 可 以 推演 出 方程 式 (9.4.1) 解 的 一 种 简捷 形式 . 
为 此 , 先 看 一 看 m 十 s < 8 时 的 情况 . 由 引 理 9.4.2, 只 需 考虑 m = s(mod 2). 
由 式 (9.4.17), 当 尼 =1 时 ,车 m=1 和 0<s<g7, 则 由 


s+2 Ls+3)/2] 


In,,= Fe 》， Pi,st2-1Yi-2, 
=2 1=2 
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有 
Fz,0y1, 
az， 
I Bnd 
Fay1 + Fa,3y2, 
Fa,6y1 + Fa,sy2 + Fa,ays, 
车 m=2,0<s<7, 则 由 
s+3 l(s+4)/2] 
有 = Ft 3= >》 Fstam-s, 
!=3 1!=3 
有 
Fz,0vyo, 5 
F220o, s 


Tl,s = 


F2 ,ayo + F3,3y1, s= 
Fzoyot+ Fssyi+Faay2, s=6. 


若 m=3,0<s<g7, 则 由 


s+4 Ll(s+5)/2] 
I13,s = DFiista-ia 一 pb Pil,s+4-1Y-4 
1=4 1=4 
有 
0, 3s 
FF s 
Wh,= 3,3yo， 

Fs,syo + Fa,ayi, 5 


Faryot+Faeyi+Fs,sy2, s 


车 m=4,0<s<g7, 则 由 


s+6 L(s+6)/2] 
Tas=D Piss s= DD Fats-id-s, 
1=5 =5 
有 
0, = 
To 一 已 syo， 3 一 4 


Faeyot+Fs,syi, 3 一 6. 


四 
Il 


w 


四 
1 
Nm 


四 
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es 


若 m=5,0<s<7, 则 由 


s+7 L(s+7)/2] 
Iss = Fiste-i-e= DD) Fuete-iy-e, 
1=6 1=6 
有 
0, s=1,3, 
I1s,s = 9 Fs,syo, s=5, 
Fs,ryo+ Fe,ey1, s=7. 


车 m=6,0<s<7, 则 由 


s+8 L(s+8)/2] 
Tl6,s = DO Fstr m7 = > Fl,st7-1Yi-7, 
1=7 1=7 
有 
0, 3 一 0,2,4,5， 
16,s = 
Foeyo, s=6. 
若 m=7,0<s<7, 则 由 
s+9 L(s+9)/2] 
I =D Rts-s= 》 Fete-iy-s; 
去 8 
有 
0, s=1,3,5, 
I1,, = 
Frryo, s=7. 


在 这 些 计 算 的 基础 上 , 即 可 以 求 Fmn,s (m+s<8,m>2, s>0). 

当 m+s=2 时 , 只 有 Fo. 由 始 条 件 , 有 Fz,o = 1. 

当 m+s=4 时 , 只 有 Fao 和 Fz. 由 推论 9.4.1, 知 Fao =0. 由 I = 
Foyi =Y, 有 Fa2 = I BY = YO = Yo. 

当 m+s=6 时 , 只 有 Fo=0, Fs 和 忆 4. 由 内 = Bayo =0, 7 及 = 
18I1=Wh@n=y, 有 


2 
Fss = nN ey, = nM ey = Y2 BY = Ys: 
k=1 


由 Js= zy, 有 
F24 = Il1s®@ Yi = PF,2y2 = 92. 
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当 m+s =8 时 , 由 推论 9.4.1, 只 需要 考虑 Fs, 瓦 s 和 ee. 由 有 1 内 = 
Fs,3ayo = 0, 


na 2》 sr® I = 11®1,2=0, 


r=0 
nn 9 =I18I181 = = Ys, 
即 可 得 
FT44 一 Don- Ya BY = Ya: 
为 了 求 Fs, 需要 n= T7124 和 na. 由 I124 = Fz,ayo + Fa,ayi = Fa,sY, n= 所 
sa®8 m1+ 1®Is=2(3®I)=2F2.F20y, 有 
Fs,s =n+ 万 时 = (F331 +2F2,2F2,0y2) ®Y = Fs,3y2 + 2F2,2F2,0y3 = 3y3y2. 
为 了 求 Fz6, 只 需要 I = Fay1 十 Fa,3y2. 所 以 有 
Fae = (Fayi + Fa,3y2) ®Y = Fay2 + Fy,ays = 人 B+. 
引 理 9.4.6 对 于 任何 整数 m >3, I = T7228 nn. 
证 明 对 任何 整数 m > 3, 有 


mm 一 1 


= [28@ 友 ],,_， (将 m 一 1 分 配 到 Tea 和 77; 上 ) 
i=0 
mm 一 1m 一 1 mm 一 1m 一 1 
ee I xe 81yj= ) Dn i 1 i® 1; 
i=0 j=0 i=0 j=i 
= Oh 
从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 品 


推论 9.4.2 对 于 任何 整数 m > 2, Fm = ym 
证 明 ” 先 证 : 对 于 任何 整数 1<k<m 一 2, 有 71 ,1=0. 若 上 =1, 则 由 


m-l 


Tm-_1lm-1 = b> Fitm-lm—1—tYe 
t=0 
过 > Ferm-lm-1-tyt = 0, 
Octem—1 


tm 一 im 一 1 一 
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得 卫 内 1m_1 = 0. 对 于 任何 整数 > 2, 假设 了 -1,1 = 0. 对 用 数学 归纳 法 ， 
往 证 TAN _1 =0. 计算 得 
一 1m 一 1 
yap Lm-1 二 = Frio im-1-;® Ij 
i=0 j=0 
m—lm—l 


= Irn ® I =0. 


i=0 j=i 


由 上 式 及 式 (9.4.12), 对 于 mm 之 3, 有 


-三 I Bn = 1 On 
(ma 28 1) @n. 


然后 , 因为 已 经 知道 2 = yo, Fa,3 = ys 和 Faia = ya, 对 于 任何 整数 m > 5， 
故 可 假设 ,1m-1 = ym-1. 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fm = ym. 因为 Zi =y, 由 
归纳 假设 , 知 
Fmm = Fm-_lm-1 XY = Fm-1 @ Yi = Ym: 


从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


在 上 面 两 个 推论 的 基础 上 , 我 们 可 导出 方程 式 (9.4.1) 的 解 更 简单 且 所 有 系数 
皆 为 正 项 和 的 表达 式 . 


定理 9.4.4 在 方程 式 (9.4.1) 的 解 fhev 中 , Sm,s 有 如 下 有 限 正 项 和 表示 : 


1, 二 = 


ITN,s-1®8h m=2,s>1, 
Sm,s = Ek (9.4.22) 


St > (mh +®11r)) Ou m2>3, 
es 
1 


其 中 m < s,m = s(mod 2), 对 于 任何 整数 1<j<m-2,1<r<s-1, 


* 
DR j=1, 

Iir= 5! (9.4.23) 
DR-jr_iw 了 2 和. 
l=1 


证 明 在 前 面 所 讨论 的 基础 上 , 即 可 导出 欲 证 的 结论 . 口 
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例 9.4.1 一 个 地 图 称 为 无 隔 的 ,是 指 没有 这 样 的 一 个 顶点 v= (zhzz,za,…)， 
存在 i<j 使 得 将 v 隔 成 两 个 顶点 vi = (zizi+l… ,2j_1), v2 = (ZjyTj#t1*… Ti-1) 
时 该 地 图 变 成 两 个 地 图 . 从 这 种 意义 上 , 只 有 单 (简单 ) 地 图 不 可 分 离 才 与 无 隔 

图 9.4.1 提供 了 不 超过 四 条 棱 、 无 隔 平面 地 图 以 顶点 剖 分 向 量 为 参数 的 所 有 


根 同 构 类 . 
C a 
h 
a 无 隔 平 面 地 图 的 根 同 构 类 
例如 , a=1= Fzo0,b=y2=F22,c=2=F2a d=ys= Fy3,et+f= 人 + 奴 = 
F260, 9 = 3y2y3 = Fy,s, h = Ya = Fa,a. 


9.5 单 内 面 型 


从 文献 [39] 或 [67](194 页 ), 可 以 建立 方程 


{ 2z2 有 2 +z| 0 一 ((a +7zy)f— Df|,,)), (9.5.1) 


f 全 5 =1 


其 中 y= (yi,y2,ys,…) EV. 
因为 这 个 方程 是 从 单 (简单 ) 平面 地 图 , 以 无 限 面 次 和 内 面 次 剖 分 向 量 为 参 
数 , 讨论 根 同 构 类 数 时 提炼 出 来 的 , 所 以 称 为 简单 内 面 型 的 . 


328 
为 了 便于 求解 方程 , 将 方程 等 价 地 变 为 
f= 1+ef+zf (vas (uf,_,)) -zf (ol 
-U-D (fs,-1), 


=1. 


由-o-=v-o 


对 于 任何 整数 m > 0, 令 Fm = 6mf. 记 FI=6mf?, 则 


Fl = Shp 


i=0 


由 方程 式 (9.5.1) 的 始 条 件 , Fo = 1, 从 而 对 于 任何 整数 m > 0， 


1, m= 0, 


Fl = 2F, m= 1, 


m-l 
2Fmn+ DFiFns, m>2. 
i=1 


令 hm=Om(fvf|s-y)(m 之 0), 则 由 


f= 2 Fnz"™, 
m2>0 
有 
Am=Fn (DFiyn) = Fn (n+ IR). 
i20 i22 
对 于 任何 整数 m > 0, 令 Bm = Bm((f 一 Df dl 一 1)), 则 由 
f=1+ DFnz™, 
m2>1 
有 


=0, 


0, m 
一 Fn (DO Fin), mz1. 


i>1 


根据 9.2 节 中 的 计算 , 可 知 


Seulufle=s) = D2" DYE = Dr" Dy Rem 


m2>0 im m2>0 [2 
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(9.5.2) 


(9.5.3) 


(9.5.4) 


(9.5.5) 


(9.5.6) 
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若 令 Am = OP (5z,y(wf|,_,)), 则 对 于 任何 整数 m > 0， 


Am = Dy Firm. (9.5.7) 


120 


进而 , 着 令 Am = (v4m), 则 由 式 (9.5.7), 对 于 任何 整数 m > 0 有 


z=u 


Am= DFirmyn. (9.5.8) 
30 


定理 9.5.1 方程 式 (9.5.1) 由 下 面 的 方程 组 确定 : 


1— Bo, m=0, 
Fn=$4 Ao—Ao-B, Em (9.5.9) 
Fl ,+ Am_1 —Am-1— Bn, m2>2. 


证 明 假若 f 是 方程 式 (9.5.1) 的 一 个 解 . 由 于 f € R{z,y}, Fm = 67f 
(m > 0), 从 式 (9.5.2) 到 式 (9.5.6), 可 以 看 出 Fm (m > 0) 是 方程 组 式 (9.5.9) 的 
一 组 解 . 反之 , 如 果 Fn € R{y} (m > 0) 是 方程 组 式 (9.5.9) 的 一 组 解 , 则 从 式 
(9.5.3) 到 式 (9.5.6) 可 以 验证 , 由 这 些 请, = am (m > 0) 确定 的 f eR{z,g)} 满 
足 式 (9.5.2), 从 而 方程 式 (9.5.1) 也 满足 式 (9.5.2), 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


在 这 个 定理 的 基础 上 , 为 了 从 方程 组 式 (9.5.9) 导出 Fm € R{y}(m > 0), 还 要 
引进 一 个 整 参数 s > 0, 使 得 


Fn = 》 Fn,, (9.5.10) 
s>0 
其 中 对 于 任何 给 定 的 m 和 s, Fm,s 都 是 RR{y} 上 的 一 个 多 项 式 , 以 便 通 过 Fm,。 
确定 所 有 Fm. 
令 Jm 为 Fn 中 所 有 项 y = (yi,y2,ysa,…) 的 寡 向 量 n= (mi,n2z,na,…) 的 集 
合 , Im。 为 Jn 中 所 有 使 得 r(n) = 》 ip; = s 的 寡 向 量子 集 . 由 式 (9.5.9), 对 于 


任何 整数 > 0, 有 


1, m= s=0, 
Fm,s=) Ao,s— Ao,s— Bi,, m= 1, (9.5.11) 
FI, ,+ Am-_1s— Am-1s— Bn, m>2 


在 此 基础 上 , 先 确定 Fo, Fi 和 Fo (m > 0). 
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引 理 9.5.1 对 于 Fo, 有 
nm 多 (9.5.12) 


证 明 由 方程 式 (9.5.1) 的 始 条 件 , 即 知 这 是 方程 组 式 (9.5.11) 中 m=0 时 
的 情形 . 口 


引 理 9.5.2 对 于 Fn.o (m >0), 有 


1, m=0, 
Fno= 0, ， m>1,mz=1(mod 2), (9.5.13) 
人 
天 FioFm-_2-i0, m>1,m=0(mod 2). 
i=0 


证 明 当 m=0 时 , 由 引 理 9.5.1, 知 Foo =1. 对 于 任何 整数 m > 1, 因为 
Am-10= [Dn], > [ 忆 +m-aysa]。 
1z20 1>0 


一 DO Fym_1ot-1Yt1 =0, 


20 
Am-10= [emi (w + 下) = Fm-10 加 + rw], 
i>: i>2 
= Fm-1o [D8], =0, 
i>2 
Bno= [FnD Py) = FnolD Fy] =0, 
i>1 iz1 
由 式 (9.5.11), 有 
i | 0, m= 1, 
FH, m>2. 
因为 


m-2 m—2 
有 = [Da -= dD 玉 oFn -2-io. 
i=0 i=0 


以 及 io = 1, Fi,o =0, 可 以 假设 , 对 于 任何 整数 0<1< m 一 1， 五 o 都 满足 式 
(9.5.13), 用 数学 归纳 法 , 往 证 媚 。。 也 满足 式 (9.5.13). 

由 于 0<i,m-2-igm 一 1, 且 只 有 m 为 偶数 时 , i 与 m 十 2 一 i 才 可 以 
同 为 偶数 , 由 归纳 法 假设 , 即 得 Fo =0, m 三 1(mod 2). 这 就 是 所 要 证 明 的 结论 . 品 
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推论 9.5.1 对 于 任何 整数 m >0, 有 


0, m=2k—1, k>1, 
Fmo= (2k)! (9.5.14) 
RFT ™= 2k, k>0. 
证 明 由 式 (9.5.13) 直接 导出 . 口 


引 理 9.5.3 关于 瓦 , 对 任何 整数 s > 0, 有 
hs=0, 即 五 =0. (9.5.15) 


证 明 当 s=0 时 ,由 引 理 9.5.2, 知 及,o ==0. 对 于 任何 整数 s > 1, 可 以 假设 
;=0 (igs 一 1). 因为 


4o。= [二 Po] =》 [yan], = 及 ay 
120 ” 0 120 

yi, s=1, 

8 一 】 

DO Rs s>2, 


1=0 


hos= [Powr+ 了 FoFi_iw]。 (将 分 配 到 方 括号 内 的 每 一 项 上 ) 
122 
= 已。 二》 [FoFi_iw]。 (由 于 yl 对 s 的 贡献 为 1) 


122 


= Fo,s-1y +), FoFi_1],_,y (用 引 理 9.5.1) 


L>2 


Fooy, s=1, 
[mr sy 5s>2, 


Yi, 5 三 1， 
yy ，。 
[古书 ，w，s>2， 
1=2 
2 s=1, 
| 
DF 5>2, 


>1 ”Bl 


Bi,,= [二 mm] 人 > [RiFiy), ms 3 [FF], 
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-DaAl, mT [Rl, m=0 


l=1 
由 式 (9.5.11) 中 m=1 时 的 情形 , 有 


Fi,s=Ao,s—(Ao,s+B1s) (用 B,,=0) 


Yl, s=1 1, s=1 
Wy Ww ep 

DF s>2 DR s>2 

1=0 1=2 

0, 了 本 
Pg s 

DO Fsiiyn = DF s>2. 

1=0 !=2 


因为 当 != 0 时 , Fo,s_1y =0, 故 对 于 s>2, 有 


8 一 1 38 一】 
DO Fs = DO Fs (用 !=!+1 代 让 
1=0 l=1 
= DF vy. 
=2 
这 就 导出 , 对 于 任 整 数 s > 2, ,。 = 0. 从 而 , 对 于 任何 整数 s> 0, 五 ,=0 即 
=0. 口 


现在 , 就 可 以 建立 方程 式 (9.5.1) 定性 理论 的 基本 定理 了 . 
定理 9.5.2 方程 式 (9.5.1) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 在 引 理 9.5.1、 引 理 9.5.2 和 引 理 9.5.3 的 基础 上 , 因为 Foo = 1， 
io,1 = Fo 已 经 得 到 , 对 于 任何 整数 p,q > 0, p+q < t 一 1, t>2, 可 假设 已 经 得 到 
Fp,q: 用 数学 归纳 法 , 往 求 Fn,s (m 十 s = 菇 ). 

因为 Fo 和 Feo (t > 0), 已 经 分 别 由 引 理 9.5.1 和 引 理 9.5.2 确定 , 故 只 需 考 
虑 1 和 mm 和 t 一 1. 由 式 (9.5.11), 当 m=1 时 ,有 


-1 二 604-1 一 Aot-1 一 Bit-1 (用 式 (9.5.8)、 式 (9.5.5) 和 式 (9.5.6)) 


t 一 2 


t 一 2 t 一 1 
= DF ay DR = > [RF], a: 
= =2 1 


因为 !+(t-1-2)=t-2<t-l (1 一 1)+(t-1-1) =t-2<t--1, 由 归纳 假 
设 , 有 4-1-2 和 五 -util 已 知 . 从 而 , 前 两 个 求 和 已 知 . 由 于 对 任何 整数 0 < i < 
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t 一 1 一 1 1+Ti<t-1 和 1! 二 (1 一 1 一 引 =t1 一 和 t 一 1 用 归纳 假设 , [Fi],,_， 
已 知 . 从 而 , 最 后 一 个 求 和 已 知 . 由 此 , i,_1 被 确定 . 

当 m > 2 时 , 因为 分 别 从 式 (9.5.3) 、 式 (9.5.8)、 式 (9.5.5) 和 式 (9.5.6) 知 ， 
FL nm Am-_1t_m;Am_1s 和 Bs_m 都 由 归纳 假设 确定 , 用 式 (9.5.11), 就 可 
求 出 Ft_m. 因为 这 样 得 到 的 Fn,s 满足 式 (9.5.11), 从 而 得 方程 组 式 (9.5.9) 的 
一 组 解 . 由 定理 9.5.1, 即 得 方程 (9.5.1) 的 一 个 解 . 

进而 , 从 求解 过 程 对 于 始 值 的 唯一 性 可 知 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 导出 方程 式 (9.5.1) 解 的 正 项 和 表达 式 , 还 需要 对 这 个 解 的 结构 做 更 进 一 
步 的 研究 . 考虑 到 阅读 时 的 方便 , 根据 前 面 所 讨论 的 , 对 于 任何 整数 m,s > 1, 有 


3 一 1 


Am,s = Flyma-t-1Mt1 
l=0 
Ams = 》 [Fn Pia], (9.5.16) 


l=1 
s 


Bm = > [Fn Fi],_ mn: 
l=1 


引 理 9.5.4 对 于 任何 整数 m,s > 0, 如 果 m 十 s 三 1(mod 2), 则 Fn,s = 0. 


证 明 当 m+s=1 时 , 由 式 (9.5.12) 和 式 (9.5.13), 知 Fo =0, Flo = 0. 
当 么 +s= 大 > 2 时, 可 以 假设 , 对 Vp 十 qg < 上 一 1, 只 要 p+g 三 1(mod 2), 就 有 
忆 ,q 二 0. 用 归纳 法 , 往 证 只 要 上 是 奇数 , 就 有 Fm,s = 0. 在 式 (9.5.11) 和 式 (9.5.16) 
的 基础 上 , 先 证 Am_1,s =0, Am-1,s =0 和 Bm,s = 0. 

因为 对 于 任何 0<1< s-1, (li+m-1)+(s—l-1)=m-1+s-1=m+s- 
2=k 一 2< 上 一 1, 又 上 为 奇数 ,上 一 2 也 是 奇数 , 用 归纳 假设 , Fi4m,。-_1-1 = 0. 从 而 ， 
用 式 (9.5.16) 的 第 一 式 , Am-_1,, = 0. 

因为 对 于 任何 1<1<s 和 0<igs-l,((m-1)+i)+((l-1)+(s-l—i)) = 
m 十 8 一 2 二 上 一 2 < 上 一 1, 从 大 为 奇数 知 , (m 一 1) 二 i 和 (1 一 1) 十 (s 一 1 一 i 中 必 有 
一 个 为 奇数 . 由 归纳 假设 , [Fm-1Fi-1],_, =0. 用 式 (9.5.16) 的 第 二 式 , Am-1,s =0. 

对 于 任何 1<1<s,0<igs-l, 有 (m+i)+(l+(s 一 1-i))=m+s=k. 对 
于 mz1l1 和 1>1, 有 m+i<k--1,l+(s-l-i)<k-1. 从 k=1(mod 2), 可 
知 m+i 和 1+(s 一 ! 一 i) 中 总 有 一 个 为 奇数 . 用 归纳 假设 ， [Fm 环 ],, = 0. 由 式 
(9.5.16) 的 第 三 式 , Bn,s = 0. 

同 理 , 可 得 FBL，, 从 而 , 由 式 (9.5.11), 对 于 m+s 三 1(mod 2), 有 Fn,s =0. 
即 得 欲 证 的 结论 . 口 
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由 这 个 引 理 , 我 们 在 确定 记 ,,s 时, 可 只 研究 m 十 s 三 0(mod 2) 时 的 情形 . 由 
引 理 9.5.1、 引 理 9.5.2 和 引 理 9.5.3, 只 需 讨论 m >2 和 s > 1 时 的 情形 . 因此 ， 
m 十 s < 3 时 的 情形 都 已 经 完成 . 当 m 十 s =4 时 , 就 是 要 求 Fl 和 下,2. 

先 求 Fa,1. 易 知 


0—1 


Az1= DO Fi = F201 = Y, 
!=0 


421: 十 Ba = [BFoloy 二 芒 ， 

再 考虑 
FE =2[FoR] 1=2(FooFi1+ FonFi,o) = 2Fo,oF = 0. 
利用 式 (9.5.11), 即 得 
Fs1= Fl +A2z1—(A21+ B31)=0+—W =0. 
再 求 ,2. 易 知 
2-1 
Aia = DRiniy = Fay + Faoy = Yo, 
{=0 


2—1 
Ai2 + B22 = [FaF2] oy +), [Bri+ FRR], 
l=1 


= [FaF2] oy 十 [FR] vy = FoF20Y2 = Yy2. 


再 考虑 
Fa te [FoFo], =2F0o0F02+ FoiFo =0. 


利用 式 (9.5.11), 即 得 
F22= +A12—(A1z+ B22)=0+y2—y2 =0. 
这 两 个 结果 表明 , 当 m +s=4 时 , 有 Am-_1,s 一 (Am-_1,s+ Bm,s) > 0. 


对 于 任何 整数 m >2 和 s > 0, 令 Tn,s = Am_1s 一 (Am-_1s 十 Bm,s), 则 由 式 
(9.5.16), 知 


s—1 s s 
Tm,s = DD 及 mei 一 (3 [PR m+) [En Ri],_m) 
l=1 1=1 


1=0 


a a 
ot Drm yg 3 [s -i 十 FnR], im) 
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= >》 [Ftm-2— FniFii— FnF], (9.5.17) 


-1 


为 了 简便 , 对 于 整数 1< 1< s, 记 


TI™®) = [Fiym_2— Fm Pi Fnh), (9.5.18) 
由 引 理 9.5.4 和 引 理 9.5.5, 有 
Tom =0, ms(mod 2)， (9.5.19) 
>0, m=s(mod 2). 
由 引 理 9.5.1 和 引 理 9.5.3, 以 及 式 (9.5.11), 对 于 任何 整数 m, s > 0, 有 
m= 二 s 二 0 或 m=2, s=0， 
0, m= 二 0, s>1 或 m=1, s>0， 
Fm,s = (9.5.20) 


以 及 m 半 s(mod 2)， 
PS 其 他 


{=1 
引 理 9.5.5 对 于 任何 整数 m,s > 1, 有 Am-_1,s > Am-1,s + Bm,s. 


证 明 根据 定理 9.5.2, 方程 式 (9.5.1) 的 解 是 唯一 的 . 因为 ,,。 就 是 根 酚 非 
制 边 简 单 平面 地 图 的 根 面 次 为 m、 非 根 面 次 剖 分 向 量 为 n 且 满 足 r(n) = s 的 根 
同 构 类 的 数目 . 从 而 , Fn,s 一 FL。 ,so. 由 式 (9.5.11), 有 Am_1,s > Am_1s + Bm,s， 
即 得 欲 证 的 结论 . 0 
这 个 引 理 告 诉 我 们 , 对 于 任何 整数 m,s > 1, Tn,s € R4{y}. 
引 理 9.5.6 对 于 任何 整数 m,s > 0, 有 Fs € Rj{y}. 


证 明 根据 式 (9.5.20), Fs = FL + Ps 由 于 FL ,eR4{y), 且 对 于 
整数 1 < 1< s, D0™”) ER4{Y)}, 所 以 [ns ER4{y}. 从 而 , Fn,s € 入 + (9 口 


还 需要 了 解 , 对 于 给 定 整数 m,s > 0, Fm,s 由 向 量 y 的 有 限 个 分 量 所 决定 的 
情况 . 


引 理 9.5.7 对 于 任何 整数 m,s > 0, Fs 与 , yz 和 所 有 vy (1 > s+1) 
无 关 . 
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证 明 通过 前 面 的 计算 , 可 以 看 出 , 当 m+ 十 s < 4 时 , 引 理 的 结论 成 立 . 对 于 
m 十 s 之 6, m > 3, 根据 数学 归纳 法 原理 , 假设 对 于 任何 p+q < m 十 s 一 1, Fy,g 都 
满足 引 理 的 结论 , 只 需 往 证 Fs 也 满足 引 理 的 结论 . 

由 式 (9.5.4), 因为 (m 一 2) 十 s = m+s 一 2 < m 十 s, 由 归纳 假设 导致 FL ， 
不 含 ,yz 和 所 有 vy (1 > s 十 1). 由 式 (9.5.18), 对 于 任何 整数 1< 1< s, 有 


TI™®) = [Fpm-2 — Fm iFi 1 — FnR] 
s—l 


= Fim-2,s-!— > (局 -1 及 -ia 十 FmjPs-1-;) 


s—l 


j=1 
s—l s—l—1 

= Ftm-2,s-1— Fm-1jPi-1,s-t-i— > 了 
i=1 j=1 


因为 (+m-2)+(s—-l)=m+s-2, (m-l1)+j<m+s-l-1<m+s-2?2, 
(1—1)+(s—-1-j))=s-j-1&s-2<mt+s—1l(m23), m+ij<m+(s-!) < 
m+s 一 1 和! 十 (s 一 1 一 j)=s 一 1< mm 十 s 一 1 (m > 3), 由 归纳 假设 , Fo" 不 含 加 ， 
2% 和 所 有 Wy (1 > s 十 1). 从 而 , 由 式 (9.5.20), Fn,s 与 mi, y2 和 所 有 yi (1 > s+1) 
无 关 . 这 就 是 引 理 的 结论 . 口 


这 个 引 理 启示 我 们 , 对 于 任何 给 定 的 整数 m,s > 0, 有 
Fn,s €E R{Yys}, 
其 中 ys = (yi,y2，… ,ys) 为 s 维 向 量 . 
引 理 9.5.8 当 m=2 时 , 对 于 任何 整数 s >1, 有 FF,, =0. 


证 明 从 前 面 的 计算 , 已 经 得 到 ,1 = Fs = 0. 对 于 s > 3 时 的 一 般 情形 , 可 
以 假设 及, = 0 (1< 1< s 一 1), 依 数 学 归纳 法 原理 , 往 证 FR,。 = 0. 
由 式 (9.5.20), 只 需要 证 明 Ri = 0 和 > = 0 (1 < 1< s). 对 于 前 一 个 结论 ， 
由 式 (9.5.4) 即 可 得 到 . 只 剩 下 后 一 个 结论 . 由 式 (9.5.18), 得 
Ta = [RRR FR),, 
s—l s—l 
= — DPR 一 > FP (用 式 (9.5.15) ) 


j=0 j=0 


s—l 

三 五 。-: 一 DFPs; (用 推论 9.5.1) 
j=0 
s—l—1 

=Fs 1— D) FsPist;— Fas-iFio 
j=0 
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8 一 [一 1 
= 1— D) FayPs ti— Fao 
j=1 
s—l—1 


三 一 > FyjFis-1-i; = 0. 
j=1 


从 而 , 引 理 的 结论 得 证 . 口 
由 这 个 引 理 , 我 们 可 在 下 面 讨论 m > 3 时 的 情形 , 而 不 会 失 一 般 性 . 


引 理 9.5.9 对 于 任何 一 个 整数 m > 3, 如 果 整 数 s > mm 十 1, 则 Frm,s = 0. 


证 明 因为 已 经 知道 , 当 m 十 s < 4 时 , 引 理 的 结论 成 立 . 对 于 mm +s>5 时 
的 一 般 情形 , 可 以 假设 , 对 于 任何 整数 p+q < m+s 一 1, 只 要 g >p+1, 就 有 
瓦 。 = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fs =0 (s > m+1). 

由 式 (9.5.20), 只 需 证 明 : 当 s > mm 二 1 时 ，FBL。。= 0, 且 对 于 任何 整数 
1glgs, nm =0. 


对 于 前 者 , 考虑 
m—2 m-2 s 
FR, = 》 [FiFm2i], = DDFsPn -isi 
i=0 i=0 j=0 
m2 i 
= DD FiyFn-2-ies 
i=0 j=0 


由 归纳 假设 , 只 有 当 s 一 j < m 一 2 一 i 即 j>i+(s 一 m) 十 2 时 , Fn_2-is-i 才 有 
可 能 不 是 0. 然而 , 从 s > m+1, 得 7 >i+3>i+l. 由 归纳 假设 , 及 j = 0. 从 而 ， 
FH, ,=0. 

对 于 后 者 , 由 式 (9.5.18), 有 


TI™®) = [Fipm-2— Fm Fi Fn), 
利用 归纳 法 假设 , 即 可 得 I"™” =0 (1 <1< s). 
综 上 所 述 , 即 得 欲 证 的 结论 . 品 


进一步 , 对 于 m 十 s 之 6, 求 本 + 当下 +s=6 时 , 要 计算 Fs.o =2( 由 推论 
9.5.1), Fy1 = Fz = 二 0( 由 引 理 9.5.7), Fa,3 = Fa = 0( 由 式 (9.5.20) ). 
下 面 求 互 3. 由 式 (9.5.20), Fi = 0, 可 知 对 任何 整数 >>2, FI = 0, 所 以 
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于 =0. 对 于 整数 1 < 1< 3, 利用 式 (9.5.18), 求 出 


3 3 
Dn Dy 一 > [Rin -FR i— FaFi]s_ 
l=1 {=1 


= [Fs— FF — FFs]oys 
= (Fao— FaoF2o— FaoFs,o)ys = (2—1—0)ys 
= Ys. 
根据 式 (9.5.20), 即 得 Fs,3 = ya. 
引 理 9.5.10 对 于 任何 整数 m > 3, 令 Fmm(ym) 为 Fm 含 ym 的 部 分 , 则 
Fm(ym) = { ys, 中 (9.5.21) 
I 


其 中 
Qm-2)! (2lm/2))! 
(m= Dm lm/2J(lm/2] TI 


证 明 由 m>(m-2)+1=m 一 1, 从 引 理 9.5.9 的 证 明 中 可 以 看 出 PELsw = 
0. 由 式 (9.5.20), 有 


Tmm) i 


(9.5.22) 


广 m 
Fmnm = So = >》 Ty: 
l=1 {=3 


因为 s=m, 所 以 Fi (3 < 1< m 一 1) 都 不 含 ym 即 得 Fm(ym) = 有 有， 
进而 , 由 式 (9.5.18), 有 
Tmm) 一 [及 > —Fm-iFm-i1— Fn Fm]o 
= Fm_20— Fmn_1oFmn_10— FnoFno 
es — (Fn_1oFm_10+ Fm.oFm,0). 
由 式 (9.5.20), 有 


FmoF, m= 2k, 
Fm-1oFm-10+ FmoFm,o = 2 
Fm-1ioFm-_10, m=2k+1. 


从 而 , 由 式 (9.5.14), 有 


(2k)! 


Fn-1oFm-_10+ FmoFm,o = RE+F DT 
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由 上 = [m/2], 即 得 式 (9.5.22). 口 


定理 9.5.3 令 /sit 为 方程 式 (9.5.1) 的 解 . 对 于 任何 整数 ms > 0, 记 Fsif, = 
[6mfsit]s, 则 有 


1, m=s=0, 
0，m 关 s(mod 2), 或 0<m<1, 或 m=2,s>1， 
或 s>m+l 或 1<s< 和 2 
(m)! 


Tama s=0,m= 三 0(mod 2), 


pelt 0 六 0 } 当 mm+s=4 时 ， ) 
mm 一 中 9.5.23 

0 一 (5,1),(4,2 

， (ms) ),(42), } i 

Ys, m=s=», 

0, lasg2, 

二 DDT"™)y，3<s<m 且 不 含 ym，$ 其 他 ， 

l=3 


Try, s=m 且 售 ym, 
其 中 TA™3 和 Tw" 分 别 由 式 (9.5.18) 和 式 (9.5.22) 中 已 = Fsit 时 的 情形 给 出 . 
证 明 由 前 面 所 得 的 结果 可 直接 导出 . 口 


在 这 个 定理 的 基础 上 , 对 于 下 面 的 实例 , 继续 完成 m 十 s = 8 时 的 情形 . 由 此 
得 到 Fs,o = 14, Fr = Fs,2 =0, Fs,s = 8ys, Fa,s = Ya 


例 9.5.1 平面 单 地 图 按 非 根 面 剖 分 的 根 同 构 类 . 在 图 9.5.1 提供 了 不 大 于 
4 条 棱 的 平面 单 地 图 按 非 根 面前 分 的 所 有 根 同 构 类 . 对 于 地 图 , m 十 s 是 棱 数 的 2 
倍 , 有 一 条 棱 时 , 只 有 1 类 平面 单 地 图 . 它 的 根 面 次 为 2, 没有 内 面 ( 即 非 根 面 ). 如 
图 中 所 示 , a = z?, 即 Fo =1. 这 就 是 m+s = 2 时 的 情形 . 同样 , 有 两 条 楼 ,， 即 
m+s 二 4 时 , 有 b=2z4, 即 Fao ==2. 有 三 条 棱 , 即 m+s=6 时 ,有 


c++d+e= (37°)+ (27°)+ (rz3y), 


即 
Feo=3(c)+2(d)=5, Fs,s= ys. 
有 四 条 棱 , 即 m 十 s = 8 时 , 有 


f+g+ht+it+j= (4z8) 上 (8z) 十 (2z8) + (B75y3) + (Tya), 
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即 
Fso=4(f)+8(g)+2(h)=14, Fss=8(i)=8zya, Faa= ya. 


另外 ,大 十 1 十 mm 十 见 十 o 十 了 = 10z5ys = Fs,s(ys). 


o 
o © o 
o o 
o° o 
b c a 


YON 
Ed 


图 9.5.1 平面 单 地 图 依 面 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 


5 
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9.6 内面 Euler 型 


在 文献 [25] 或 [67](122 页 ) 中 ， 


| f=1+22f2 + {yep (fs), 
=1, 


(9.6.1) 
a 
其 中 f € ,y= (加 ,20a…) EV. 

由 于 方程 式 (9.6.1) 中 没有 z 的 奇 次 项 , 所 以 f 是 z 的 偶 函 数 , 即 f( 一 x) = 
f(z). 由 于 方程 式 (9.6.1) 中 没有 % 的 奇 次 项 , 对 于 任何 整数 i > 0, f 与 yai+i 
无 关 . 

因为 对 于 fe R{z,Y), f 由 Fn ep (m 之 0) 确定 , 所 以 有 


22 22 ( 几 。--:) = Em (Cae 7) 
= 和 及 Er 2(m—i— 5) 


m2>0 
a > i— Dp,. 
i>0 m2>i 
从 而 , 得 
y?8z2 (fs) 3 和 DF mh bE Srv. 
四 i20 m2>i iz0 lzi 
由 此 有 
由 yr 8s fs) = Dr Rio (9.6.2) 
i>0 lzi 


由 方程 式 (9.6.1), 对 于 所 有 整数 m > 0, 可 得 


» m=0, 

Fh = 9.6.3 

”1] 本 + 》 Ry-mty, m>l, 人 
lzm-—1 


其 中 FR = B82mf? (m > 1). 
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定理 9.6.1 方程 式 (9.6.1) 与 关于 F, € {y}(m > 0) 的 方程 组 式 (9.6.3) 
等 价 . 


证 明 由 六 ER{fz,y}, 对 于 任何 整数 m>0, 有 FneER{y}, 从 而 由 f? eR{y} 
导致 Fl eR{y}. 由 于 式 (9.6.2) 是 在 R{z,y} 上 算 的 , 从 式 (9.6.1) 到 式 (9.6.3) 
是 在 R{z,y} 上 的 等 价 变换 , 所 以 欲 证 的 结论 成 立 . 品 


注意 到 在 方程 组 式 (9.6.3) 中 , 方程 的 数目 是 无 限 的 , 还 要 引进 一 个 或 一 些 参 
数 , 使 得 对 于 任何 一 组 m 和 这 个 或 这 些 参 数 的 给 定 值 , 只 需 解 由 有 限 个 方程 构成 
的 一 个 方程 组 . 

对 于 任何 m > 0, 记 yr 为 F, 的 一 项 , 其 中 y= ( = (nz,na,…). 


令 


s= 2 = 了 (bm = in (9.6.4) 
i>1 访 1 
称 之 为 内 度 . 
为 方便 , 对 于 任何 整数 m, s > 0, 令 瓦 ,。= [a],, 即 F 中 使 得 x(n)/2=s 
的 所 有 项 组 成 的 部 分 . 


引 理 9.6.1 当 mm = 0 时 , 对 于 任何 整数 s> 0, 有 


1,s=0, 
os= { (9.6.5) 
0，s 之 1 
证 明 由 式 (9.6.3) 的 第 一 式 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


由 这 个 引 理 , 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 可 不 再 考虑 m = 0 时 的 情形 . 
引 理 9.6.2 当 s= 0 时 , 对 于 任何 整数 m > 0, 有 


1, m=0, 
Fmo= ! 9.6.6 
(2m) 这 ( ) 
ml(m+1)! 


证 明 当 m=0 时 , 由 引 理 9.6.1 中 s= 0 时 的 情形 , 得 Fo = Fo,o =1. 对 
于 m1, 假设 Fo = (2n)1/(nt(n+ (1<n<m 一 1), 用 数学 归纳 法 , 往 证 
Fmo = (2m)!/ (ml(m 十 1)!). 在 式 (9.6.3) 的 基础 上 , 由 于 m = 1 使 得 第 二 式 中 的 
求 和 号 不 存在 , 所 以 有 
路 o= 磺 = 形 o=1 
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且 对 于 m>2, 有 


Fmo= [BB+ > Fv-mty)], 
lzm—1 


2 
= FE o+ > Fo- Pe 届 庆 1-i0 
Bm-1 i=0 


己 (2)! (2(m-1-i))! 
Da ( 即 Catalan 数 ) 


_ (2m)! 
一 (n+Ir 
由 此 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
下 面 , 除非 特别 说 明 , 只 需 讨 论 m > 1 时 的 情形 . 
因为 有 不 会 有 z 的 偶 次 项 , 故 对 于 m >1, 有 


re 2Fnt+ DFiFns, m>1. 


tl 


m 2F, = 
sh Rp! (6) 


以 及 对 于 任何 整数 s > 1， 
[ 和 Fiy2(1— m4] = = 2 [Fiyzu- m+1)], 


lzm-1 


= Fs-(—-m+) Ym+1) 


lzm-1 


s+m—l 
= > Fs(l—m+1)Y2(t m+1) 
l=m—1 
s 
= DFetm-_1,s_kyok. (9.6.8) 
k=0 


由 式 (9.6.7) 和 式 (9.6.8), 方程 组 式 (9.6.3) 变 为 


m=0,s=0, 
Fs = 0, m=0,s>1, (9.6.9) 
FB, ,+ 站 十 》 Ferm_1e-kY2k, mz>1. 
k=0 


对 于 m 十 s < 3, 看 一 看 用 式 (9.6.9) 如 何 确定 Fas. 当 m 十 s=0 时 , 只 有 
Foo = 1, 即 始 条 件 . 
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当 m+s==1 时 , 由 引 理 9.6.1, 只 需 确定 Fio. 由 引 理 9.6.2, 有 Fi,o=1. 
当 m+s==2 时 , 由 引 理 9.6.1, 要 确定 Fo 和 所,1. 首先 , 由 引 理 9.6.2, 有 
已 o=2. 然后 , 由 式 (9.6.9), 有 


1 
五 := 更 员 > 及 :kaok = 2Fo.oFo,1 + Fo,oy2 = yo. 
人 =0 
当 m+s=3 时 , 由 引 理 9.6.1, 要 确定 Fo, Fzl 和 ,2. 由 引 理 9.6.2, 有 
请 0 二 5. 由 式 (9.6.9), 有 


1 
Fi1= ya 中 DD Fet2_11-kyak =2F11+ F,0y2 = 2y2 + 2y2 = 4y2. 
k=0 


由 式 (9.6.9), 有 


2 
五 ,2 一 Fa 中 有 aaok = 瓦 ,1 十 及 oa = 好 十 204. 
大 =0 


定理 9.6.2 方程 式 (9.6.1) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 因为 式 (9.6.9) 与 式 (9.6.3) 在 R{y} 上 等 价 , 由 定理 9.6.1, 对 于 整数 
m,s > 0, 只 需 讨论 在 尺 {y} 中 有 且 仅 有 一 组 五,,, 满足 式 (9.6.9). 

首先 , 从 上 面 的 计算 可 以 看 出 , 对 于 整数 m,s > 0, m 十 s < 3，Fm,s 已 经 满足 
式 (9.6.9). 然后 , 对 于 其 他 所 有 可 能 的 m, s, 用 归纳 法 , 假设 对 于 任何 整数 i,j > 0， 
i+j m+ 十 s 一 1, 都 已 经 得 到 满足 式 (9.6.9) 的 Fj. 往 证 Fmn 满足 式 (9.6.9). 

在 式 (9.6.9) 中 , 前 一 项 为 


m—l m-l s 
FE =D [及 Pi] = DD Fyn 
i=0 


i=0 j=0 
因为 i+j<sm-1+j<m+s—l, (m1-i+(s—j)) < (m-1)+(s-j) < 
(m 一 1)+s= m+s 一 1, 由 归纳 法 假设 , 即 导 出 FI 中,. 后 一 项 为 


DFetm-_1,e kyak 
k=0 
(k+m 一 1)+(s 一 有 二 m 十 s 一 1 < m 十 s 一 1, 这 个 求 和 项 也 由 归纳 假设 导出 . 从 
而 , 这 样 所 得 到 的 F,。 决定 了 方程 式 (9.6.1) 的 一 个 解 . 
进而 , 考虑 到 对 于 方程 式 (9.6.1) 初始 条 件 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


从 定理 9.6.2 的 证 明 过 程 , 即 可 看 出 式 (9.6.9) 本 身 已 经 提供 了 求解 方法 . 
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引 理 9.6.3 对 于 整数 m, s > 1, 如果 s > m+1, 则 Fm,s = 0. 

证 明 从 Fn,s (m+ 十 s < 3) 已 经 看 出 , 当 s >m+1 时 , 有 Fm,s =0. 对 于 
m 十 s 之 4 时 的 一 般 情形 , 假设 当 i+j < m+s 一 1 时 , 只 要 了 >i+1l 就 有 Fi,; =0. 
用 数学 归纳 法 , 往 证 当 s > m 十 1 时 , Fm,s = 0. 为 此 , 由 式 (9.6.9), 只 需 证 明 


m-l s 


DD FFn ke t=0, Dr 0 


k=0 1=0 
对 于 前 者 , 如 果 1 < k, 则 
(s—D)—(m-—1—-k)=s—m+1l+k—l>s—-m+1>2, 
即 s 一 !> (m 一 1 一 k)+2 > (m 一 1 一 k) 十 1. 由 归纳 假设 , 在 这 个 和 式 中 , 所 有 项 均 
为 0, 即 等 式 成 立 . 
对 于 后 者 , 由 于 
(s—k)—(k+m—1)+2k=s—m+1>2>1, 
即 s 一 > (k 十 双 一 1) 十 1. 同样 , 由 归纳 假设 , 和 中 所 有 项 均 为 0, 等 号 也 成 立 . 口 
这 个 引 理 使 我 们 在 求 Fm,s 的 过 程 中 , 能 减少 一 半 的 工作 量 . 
引 理 9.6.4 对 于 整数 m, s 1, 有 Fn,s € R41{y}. 
证 明 从 前 面 的 计算 结果 , 对 于 整数 m,s >0, 当 m+s<3 时 , 有 Fm,s€ 
了 R4{ 引 . 对 于 mm+s>4 时 的 一 般 情 形 , 假设 只 要 i+j < m+s, 就 有 Fij ER+{y}. 
用 数学 归纳 法 , 往 证 Fs € 入 + 1 上 
在 式 (9.6.9) 的 基础 上 , 如 引 理 9.6.3 的 证 明 中 所 示 , 因为 k+l < (mm 一 1) 十 
ss 二 m+s 一 1, (m 一 1+k) 十 (s 一 l) < (m 一 1)+s=m 十 s 一 1, 由 归纳 假设 有 
FI 1s ER+{. 因为 (k++m 一 1)+(s 一 k)=m 十 s 一 1, 由 归 法 假设 , 有 
DD ERLY}.: 
k=0 


从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


定理 9.6.3 方程 式 (9.6.1) 的 解 f = fir Fm,s = 有 2 有 如 下 正 项 和 表示 : 


WW m=0,s=0, 
0, m=0,s>1, 
Fm,s= .4 0, m>1,s>m+tl, (9.6.10) 


s 
Eels, sat DFetm_1s-kyok, 其 他 
k=1 
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其 中 PEL，。 由 式 (9.6.7) 给 出 . 


证 明 当 m=0,s=0 时 , 式 (9.6.10) 就 是 方程 式 (9.6.1) 的 始 条 件 . 当 
m= 二 0, s 之 1 时, 由 引 理 9.6.1 给 出 . 对 于 其 他 情形 , 当 s > m+1 时 , 由 引 理 9.6.3 
给 出 ; 否则 , 由 引 理 9.6.4 确定 . 口 


在 定理 9.6.3 的 基础 上 , 继续 确定 方程 式 (9.6.1) 解 中 m 十 s = 4 的 部 分 . 这 
时 , 就 是 求 Fa,o, Fa,1, Fz,2 和 Fs. 
对 于 Fao, 由 引 理 9.6.2, 知 


! 
Fao > 14. 


= 一 
对 于 ,1, 因为 由 式 (9.6.7), 有 
有 = [2F + F?], =2F21 +2F10F = 2(4y2) + 2y2 = 10y2, 
故 由 式 (9.6.10), 有 
Fa1 = 10y2 + Fy.oy2 = 10y2 + 5yz = 15y2. 
对 于 ,2, 因为 由 式 (9.6.7), 有 


2 = [27], =2F,2 = 2(y2 +ys) = 2y2 + 2ya, 
故 由 式 (9.6.10), 有 


Fa,2 = 2y2 + 2ya + Fa1y2 + Fy,oys 
= 2y2 + 2ya + 4y2 + 5ya = 6y2 + 7ya. 
对 于 为,。 因为 由 式 (9.6.7), 知 对 = 0, 故 由 式 (9.6.10), 有 
Fi,3 = Fi,2Y2 + Fo,1y4 + F3,0ye, 
= (y+ 2ya)y2 + (4y2)ya + 6ye 
= + 6y2ya + 5ye. 

例 9.6.1 平面 Euler 地 图 以 根 点 次 和 顶点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 分 类 . 
通过 文献 [59](174~177 页 ) 所 提供 的 平面 Euler 地 图 集合 , 以 根 点 次 和 顶点 训 分 
向 量 为 参数 的 分 解 , 可 以 验证 定理 9.6.3 中 的 瓦 。。 就 给 出 了 根 顶 点 次 为 2m 和 楼 
数 为 m 十 s 的 平面 Euler 地 图 根 同 构 类 的 数目 . 

在 图 9.6.1 中 , 提供 了 不 大 于 4 条 棱 的 平面 Euler 地 图 的 根 同 构 类 . 因为 Fo 


(m> 2) 为 Catalan 数 , 容易 看 出 , 在 图 中 没有 展示 . 这 就 是 当 无 棱 时 , 只 有 一 个 
顶点 , Fo,o = 1. 无 需 画 其 图 形 . 
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Jo04A 


e 其 9 h 
% 和 k 1 


0 


9.6.1 各 Euler 地 图 依 顶 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 


当 只 有 一 条 棱 时 , Fi,o = 1(a), 如 图 中 a 所 示 . 

当 有 两 条 棱 时 , Fi,1 = y2(b). 

当 有 三 条 棱 时 , Fz,1 = 4y2(c), Fi2 = 又 (d) 十 2ya(e). 

当 有 四 条 棱 时 , F3,1 = 15y2 = (6q 十 37 十 6s)yz, F2,2 = 6y3 十 7ya 一 


(4f +2i)y2+ 
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(4g+ 1h+27)y, 


Fs = (1k)y2 + (21+4m)y2ya + (2n+20+ 1p)ye 
= 人 +6y2ys + 5ye. 


9.7 无 隔 Euler 内 面 型 


在 文献 [25] 或 [65](186 页 ) 中 , 有 方程 


2, 
y 6z2,w2f| i 
了 一 z2 十 z2 =z: 
| 外 (1— O22,y2f|, sa)? — (Tydz2 ,yf|, sa) (9.7.1) 
0, 


了 [ea a 


其 中 fe 大 ,8 = (y2,ys,ye，,…). 因为 在 方程 (9.7.1) 的 第 一 式 中 没有 z 的 奇 次 项 ， 
故 f 是 z 的 偶 函 数 . 这 就 意味 着 , 用 w= z? 可 将 f 变 为 一 个 仅 含 而 不 含 z 的 
函数 . 这 时 , 对 任何 整数 m > 0, 可 记 Fm = 867f = 02mf. 

先 对 方程 式 (9.7.1) 进行 等 价 变换 , 使 得 求解 便利 . 

令 T=6o2w2f| ,so A= Be2.y2f| ,sa 则 


rf | au=z2 


hy 
(om) (eyo fe) 人 


y 
-2 一 (zyr)2 


由 
1 1 2zyT7 


1-A-zyr 1-A+zyr (2 一 (CCy7r)2， 


Seof|。， 


(1 — Oc2,y2f|, sa) (zydz2,y2 f|, ,2))? 


-二 ( 1 加 1 ) 
2z7y\1—A—zyr 1-A+zyr 

= Cy 

-2 (te (A—zy7)*). (9.7.3) 
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由 
kk i 
(taeyr) -4-zyn) = (ey) 
j=0 
=2 > G Gan 
[1 
j=1(mod 2) 
Lk/2] 大 
a 2r+1 Ak—2r—1 
= (二 em 人 
即 得 
.1| _， 
(1 一 Beaozj 丰 |。 s2)? — (Ty6s2 pf) ,2))? 
1 pe k ) 
ES (zgr)2r+1Mk-2r-1 
zy i 1 2r 十 1 
区 和 
(zg)2rr2r+14k-2r-1. (9.7.4) 
py 27r 十 1 
因为 
r= DD D)-27 
这 0 i>0 j=0 
= Weed 3 
j20 12j+1 
a 2z2G6-0 _ y2(i-1) 
A=D RY 有 一 过 一 zi》 及， 二 
i>0 Y 130 Vy 
=z22 DF Fy 2)—2j = > FirYiy(i—)- 2j 
i20 j=0 j20i2j+2 
EN > > Fr20+D) yi -2 
j20 i2j+2 


故 若 对 于 整数 m > 1( 注 意 , m = 0 对 于 6s 和 Bu 无 意义 !), 令 Tn = 82mr = 
[四 ,Pa = 2"4 = [加 所 则 利用 方程 式 (9.7.1) 的 始 条 件 Fo = 0, 有 


Tn, = bp Fy )-2m 一 > Fwy-m-), 


izmt+1 这 Pm+1 (9.7.5) 


i > Fy -D2(m-D) 一 > Fyi-m). 


i>m+1 ipmt+1 
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进而 , 对 于 任何 整数 1 > 1, 记 
五 = Lr 和 Ai= 和 (9.7.6) 
定理 9.7.1 方程 式 (9.7.1) 在 RR{z,y} 上 与 如 下 的 方程 等 价 : 


Lk/2] 
k 
了 =z2?+zz》， 2 (201) rts Tarn eA-o), 


k>1 r=0 (9.7.7) 
f | =0, 
其 中 @ 为 2.5 节 对 y 中 的 向 量 所 定义 的 卷 积 . 
证 明 将 式 (9.7.4) 代入 式 (9.7.1) 的 第 一 式 , 得 
Lk/2] 


k 2(r+D) -2r+1 Ak-2r— 
f=z+2[ > > Ga y+ Tr+1Ak-2r -1 


k>1 r=0 
Lk/2] 


=z2+z2》、 和 (01) rrr a 


#351 73 
3 lk/2] k 加 
=z2+z > (ss (yar+y) ® Lort1® Ak_2r_1). 
这 就 是 式 (9.7.7) 的 第 一 式 . 从 而 , 定理 得 证 . 口 
因为 对 于 任何 整数 +>0 和 m >0， 


四 2 7 一 0， 


3 [2 回 乞 nl (9.7.8) 


i=0 
4", 7= /中 ， 
D4 As, 0<r< /2 
i=0 


由 式 (9.7.5), 对 于 0<7< [|k/2], 有 


[Pr i 


[A] = (9.7.9) 


Th, =0, 
[rt] = 9 Tarn) L 
> [r2]。” “Th， 其 他 ， 
(9.7.10) 
Pr， r= |k/2], 


k—2r—1]2m 一 和 
[4 | > [A227] OP, 其 他 . 


| 
Wh 


i=0 
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定理 9.7.2 方程 式 (9.7.7) 与 关于 Fm < R{y}(m > 0) 的 方程 组 


0， m=0, 
Fn = k 2(m-1—r) 
lm pr+2 2r+1 大 一 2r 一 ] = ) 
im+ 2 (op1) rt2® [Lar @A ] ), m>0 
Sues la) 
(9.7.11) 


等 价 , 其 中 561,m 是 Kronecker 记号 , 即 只 有 m= 1 时 , 61,m = 1; 否则 总 是 0. Lzr+1 
和 Ak_2r_1 由 式 (9.7.6) 给 出 . 


证 明 由 方程 式 (9.7.7), 得 


0, m=0, 
1+ (we [ne Ae]), ed 
Fm= 人 1 
k 2(m-1-r) 
> > (a 1 (yr+2 ® [Lzr+1® Ak-2r-1], )，m>2. 
人 1 r=0 


对 于 任何 整数 m > 2, 有 
Le/2] 


k m—l1—r, 
Fm= > > (2 i (yar+2 ® [L2rt1 @ Ap_ar_1] 


ki r=0 
当 m=1 时 , 只 能 r=0, 有 
Lk/2] 


k m—1—r, 
> > 人 (yar+2® [Larri ® Ak_2r-1] ) 


大 >1 r=0 
- Dr(y® [ti @ Ax-1]') = Dr(y2® [De@ [Ac-]9). 
>1 k>1 


从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 

为 了 能 确定 Em (m > 1), 必须 再 引进 一 个 参数 s, 使 得 对 于 任何 给 定 的 整数 
m, s 之 0, Fn,s E Rly], 并 且 

= Ys (9.7.12) 
a>0 

这 里 , 对 于 已 的 任何 寡 向 量 n, 取 s = r(n)/2, r(n) 即 n 的 内 度 . 

先 讨论 s= 0 时 的 情形 . 因为 由 方程 式 (9.7.1) 的 始 条 件 , Fo = 0, 所 以 
om =0 (m >0), 只 需 考虑 mm>1 时 的 情形 . 


352 组 合 运 函 方程 论 


引 理 9.7.1 当 s= 0 时 , 对 于 任何 整数 m> 1, 有 


1, m=1, 
Fmo = | (9.7.13) 


0, m>1. 


证 明 ”因为 对 于 任何 整数 m > 1, 都 有 
s(yar+2® [Lart1® Ak_2r_1]™ ) > s(yar+2) > s(y2) = 
由 式 (9.7.11), 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
引 理 9.7.2 当 m =1 时 , 对 于 任何 整数 s > 0, 有 
s=0, 
we Drlln ea 1] | TY s>0. 


证 明 ”利用 式 (9.7.11) 的 第 二 式 , 得 


hs= [+ 3 CG 1) (yzr+2® [L2rt1® Ak- 2 ")] 
lk/2] 


Rs= (9.7.14) 


于 [+ 和 ke [a @A:-1]o)] 
k21 民 
= + Dt [me ae)], 
医 i 
=i t+ Dt(w [Le ae], ) 
-oot (we Bre oa], ). 
因为 s([w2@ [51@ At-i]?]?) > 1 故 。 不 能 为 0, 由 此 导致 当 s =0 时 , 上 式 括号 


内 的 项 不 存在 , 即 为 0. 从 而 Fi,o = boo = 1. 
对 于 s>1, 由 6o,s=0, 有 


Rn =n@ Dk | A- 1] | 


-1 


计算 得 sl sa-1 
[sa = [aset [ac 


-到 [下 e[a 人 


第 9 党 。 兴 古本 介子 方 各 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


考虑 到 当 大 -1> (s 一 1) 十 1, 即 大 >s 二 1 时, 上 式 为 0, 从 而 
A 
[el 1® Ak 了 ]， 0, 
即 得 欲 证 的 结论 . 口 
当 mm 二 s < 2 时 , 看 一 看 如 何 求 Fs. 当 0< m+s<<1 时 , 由 引 理 9.7.1 和 


引 理 9.7.2, 知 Fo,s =0 (s> 0), 以 及 Flo=1. 当 m+s=2 时 , 只 需 确定 及 o。 和 
1. 对 于 前 者 , 由 引 理 9.7.1, 知 Fz,o = 0. 对 于 后 者 , 由 引 理 9.7.2, 知 


Ba = Dsl a en = (Iolo [ol ew 


由 式 (9.7.6), 知 
Li = = > ( bb Fiyati_ -am ) 7". 
m30 “i>m+1 


从 而 有 
[= 5 Fiyatiy = [[Z]:],= Fioy =0. 
iz1 
同 理 , 由 式 (9.7.6), 有 
i \ 
ho=] 4 =1, 

从 而 有 
[4o]s =0 = [[4os]y=0. 
因此 得 Fi,1 = yo b 

引 理 9.7.3 ”对 于 任何 整数 m>2 和 s>1, 有 


Fm,s = > (5. 1) (wa @ [ean @ Ae-ar] | 本 ， 


Ocre(lk/2),s—1) 
1 


av2m 一 1) 


(9.7.15) 
其 中 对 于 任何 整数 a,b € Z+, (a,b) = min{a,b}. 


证 明 根据 式 (9.7.11), 对 于 任何 整数 m>2 和 s 之 1, 有 


k 2(m-1—r)\] 
Fm,s= [5, (a . (yar+2® [Lzrti @Ak-z-i]。 )]， 


k i 
= > (B11) [Cyr+2® [Tart ® Ar-ar-1] 站. 


Ocrelk/2) 
21 
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用 与 引 理 9.7.2 证 明 中 相仿 的 讨论 , 当 大 > s+1 时 , 有 
[Ce 7 =0 > kgs. 


再 考虑 到 mm 一 1-r>0 坟 >m 一 1 一 |k/2|] 20>k<2m-1,s-r-1>0=>r<s-l, 
即 可 得 欲 证 的 结论 . 口 


在 上 面 所 得 结论 的 基础 上 , 就 可 以 讨论 方程 式 (9.7.1) 定性 理论 的 论证 . 


定理 9.7.3 方程 式 (9.7.1) 在 R{z,y} 一 {22+1,yzinill > 0} 中 有 且 仅 有 一 
个 解 . 


证 明 在 定理 9.7.2 的 基础 上 , 对 于 任何 整数 m,s > 0, 按 m+ 十 s 从 0 开始 ， 
由 小 到 大 递增 的 次 序 , 确定 所 有 ,。. 在 前 面 的 计算 中 , 已 经 得 到 m+s <2 时 
的 情形 . 对 于 mm +s> 3 时 的 一 般 情形 , 我 们 假设 对 于 任何 整数 a 和 b, 只 要 
a+b<m 二 s 一 1, Fa,s 就 已 经 被 确定 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fm,. 因为 从 式 (9.7.14) 
和 式 (9.7.15), 可 以 看 出 Fn 只 与 Fas (a+b< m 十 s 一 1) 有 关 . 由 归纳 假设 , 常 
确定 Fmn. 因为 所 有 这 些 Fmn 形成 方程 组 式 (9.7.11) 的 一 组 解 , 由 定理 9.7.1 
和 定理 9.7.2, 并 注意 到 Fm,n € R{z,9y} 一 {22+1,yoirill > 0}, 故 方程 式 (9.7.1) 
有 解 . 

考虑 到 上 述 求 ,,。(m,s > 0) 的 过 程 对 始 条 件 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 得 到 方程 式 (9.7.1) 解 的 比较 简单 的 形式 , 还 需要 对 这 个 解 的 结构 作 进 一 
步 的 讨论 . 
引 理 9.7.4 任 给 一 个 整数 s > 1. 对 于 任何 整数 m > s+1, 有 F,s = 0. 


证 明 对 于 mm 十 s< 2, 从 上 面 的 计算 可 以 看 出 , 与 欲 证 的 结论 一 致 、 对 于 
如 十 s> 3 时 的 一 般 情形 , 我 们 假设 对 于 任何 整数 a>2 和 b>1, 使 得 a+b< 
m+ 十 s 一 1, 只 要 a >b 十 1, 就 有 玉 = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 只 要 m > s+1, 就 有 
Fw 
在 式 (9.7.15) 的 基础 上 , 利用 归纳 假设 , 当 m > s 十 1 时 , 与 引 理 9.6.3 的 证 明 
中 相仿 , 有 
Y2r+2®@ [earn @ Ak-r-j] 


所 以 Fn,s =0. 口 
这 个 引 理 启示 我 们 , 对 任何 给 定 的 整数 k > 1, 由 式 (9.7.1) 的 始 条 件 和 引 理 


9.7.1, 不 必 求 所 有 Fm,s (Yms > 0, m 十 s =k), 只 考虑 Frnt+s_isti([(m+s)/21<i<m-1) 
就 够 了 . 


2m-1—r)] 
工 y ~ 
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事实 上 , 由 于 有 了 定理 9.7.3, 又 从 组 合 地 图 计数 理论 中 知道 , 不 可 分 离 Euler 
平面 地 图 , 以 根 点 次 和 顶点 剖 分 向 量 为 参数 的 计数 函数 , 满足 方程 式 (9.7.1). 下 面 
的 引 理 都 借助 组 合 地 图 理论 证 明 , 以 减少 篇 幅 . 例如 , 因为 两 条 棱 以 上 的 不 可 分 离 
地 图 不 含 自 环 , 故 不 与 根 关 联 的 半 棱 数 (2s) 不 会 少 于 与 根 关 联 的 半 棱 数 (2m). 从 
而 , 当 m > s 十 1 时 , 必 有 锯 ,,s = 0. 这 就 是 引 理 9.7.4 的 结论 . 


引 理 9.7.5 ”对 于 任何 整数 m > 1, 有 Fnm = yom 


证 明 虽然 在 式 (9.7.15) 的 基础 上 , 从 方程 本 身 的 结构 直接 证 明 , 但 用 组 合 
地 图 理论 尤其 简单 . 由 不 可 分 离 性 , 因为 m > 1, 故 根 点 次 为 2m、 非 根 点 次 和 为 
2m 的 不 可 分 离 Euler 地 图 只 有 一 个 , 即 为 2m- 束 . 这 就 是 Fm = yom. 从 而 引 理 
得 证 . 口 

当 m=1 时, 对 于 s> 0, 虽然 引 理 9.7.2 提供 了 五 ,。 的 表达 式 , 下 面 的 引 理 
却 给 出 了 其 中 一 个 特殊 项 的 准确 系数 . 


引 理 9.7.6 令 瓦 ,| 。 为 在 玉 ,。 中 项 如 = 多 的 系数 , 则 对 于 任何 整数 s > 1， 
都 有 网 =1. 

证 明 因为 根 点 次 为 2、 非 根 节 点 数 为 且 所 有 非 根 节点 的 次 都 是 2 的 不 可 
分 离 Euler 地 图 只 有 一 个 , 即 为 一 个 s- 圈 . 这 就 是 五 ,|”, = 1. 从 而 引 理 得 证 ， 口 

在 已 有 结果 的 基础 上 , 可 以 表述 方程 式 (9.7.1) 解 的 正 项 和 形式 . 

定理 9.7.4 令 方 程式 (9.7.1) 的 解 为 f= frig, 则 对 任何 整数 m，s > 0， 
有 = [O08 foip], = Fm,s 有 如 下 有 限 正 项 和 表达 式 : 


0, s>0,m=0 或 sg<m-1,m>2, 
3 m=1,8=0, 
2, m= 1 =%, 


. 
Fup we Dk[[r Ae] ， m 二 1 其 他 
ks=1 
Y2m, m= s>2, 
k ir)1s—"—1 
(1) urs [lart ® Ae-2r] l a ), 其 他 


Ocre(lk/2),a—1) 
1ckc(e,2m 一 1 


(9.7.16) 
其 中 工 和 A 已 由 式 (9.7.6) 给 出 . 


证 明 当 s>0, 么 =0 或 s 和 和 mm-1 m2 时 , 结果 分 别 由 方程 式 (9.7.1) 的 
始 条 件 , 或 引 理 9.7.4 给 出 . 当 m = 1 时 , 结果 由 引 理 9.7.2 和 引 理 9.7.6 给 出 . 当 
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m= 二 s 之 2 时 , 结果 由 引 理 9.7.5 给 出 . 其 他 情形 由 式 (9.7.15) 给 出 . 口 


再 看 一 看 m 十 s 二 3 时 的 情形 . 当 m +s = 3 时 , 需要 确定 Fs,o, Fz1 和 下 >. 
由 引 理 9.7.1, 知 EB,o = 0. 由 式 (9.7.11), 知 


Fa1= [y® [LI1® 4o]2]，. 


Li= >» > 及 yo6_D-21727， 


j>01i2j+1 


4o=0, 有 [Li18Ao]? = [L1]”, 由 于 不 含 yo, 即 得 
[i] = DFiyai-a. 


iS3 
由 于 


2® (DS Fy) -= Po 


iz3 iz3 
且 当 i=3 时 , (2i 一 2)/2=2>1, 所 以 有 


[Dr =0. 


i23 


从 而 , F,1 = 0. 
对 于 Fz, 由 于 式 (9.7.14), 有 


ma rl esr ol ew = (fee sol em) +2(l[r eal ew), 


因为 [L118@Ao]? = [LJ ® [Ao], [Li® A = [De@[Ai]" 以 及 


[i] = DFiyati_y, 


i>1 
[ao =0, 
[A]? = > Fy 1)， 
i>2 
所 以 [la] ]s = 0( 不 含 yo), [za]2]y = Faoys = 0( 由 Fao = 0)，[[A]2] = 
[[A]。], = oy2 = 0( 由 瑟 o=0). 如 此 下 去 , 最 终 可 得 瓦 2 一 好. 
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例 9.7.1 不 可 分 离 Euler 平面 地 图 以 根 点 次 和 顶点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 
构 分 类 . 在 文献 [40] 中 , 讨论 了 以 根 面 次 和 度 ( 即 棱 数 ) 为 参数 的 不 可 分 离 平 面 偶 
地 图 的 非 根 同 构 的 数目 . 用 Fi(y) 表示 具有 i 条 楼 的 计数 函数 , 得 到 


Ri(y) = Fa(y) = Fa(y)=¥, 
Fly) = + 

Fs(y) = 2y* + ys, 

Fol(y) = 6y° +12y: +y, 


其 中 y 的 寡 表 示 根 面 次 . 由 地 图 的 平面 对 偶 性 , Fi(y) 也 是 具有 i 条 棱 的 不 可 分 离 
Euler 平面 地 图 以 根 点 次 为 参数 的 非 根 同 构 类 数 的 计数 函数 . 用 图 9.7.1 验证 Frm,。 
给 出 了 m 十 s 条 棱 、 根 点 次 为 2m、 以 顶点 剖 分 向 量 为 参数 、 不 可 分 离 Euler 平 
面 地 图 的 根 同 构 类 数 的 计数 函数 . 这 就 是 


0 卫 
图 9.7.1 不 可 分 离 Euler 平面 地 图 依 项 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 
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当 m+s=1 时 , Fio=1(a)=1, 

当 m+s=2 时 , Fao=0, Fi = 1(b) = yy, 

当 m+s=3 时 , Fao= F211=0, Fi2=1(c)= 人 7 

当 m+s=4 时 , Fao = Fy1=0, Fy,2 = 1(e) = ya, 
Fs=1(d)=%, 

当 m+s=5 时 , Fs,o = Fa = Fy,2 =0, Fs = 4(h) = 4y2ya, 
Fia=1(f)+1(9)=%+%, 

当 m+s=6 时, Fo = Fs1= Faz=0, Fa,s= 1(p) = vse, 
Faa =4(m)+4(n)+4(0) = 12y2ys, 
Fis=1(i)+2(7)+1(k)+2() = 1 + 5y2y?. 


9.8 无 环 Euler 内 面 型 


讨论 方程 
SR 1-aewlufl sa) 
vy 1— 2052,y2 (uf|, 2) — Ty?6z2 ,2 (Lf), ,2) (9.8.1) 
Ho = 了 


其 中 Je 大 = (四 ). 

在 文献 [25] 或 [65](186 页 ) 中 , 可 见 到 方程 (9.8.1) 的 第 一 式 或 它 的 等 价 
形式 . 

因为 在 方程 式 (9.8.1) 中 没有 出 现 z 的 奇 次 方 , 故 f 是 z 的 偶 函 数 . 同样 , 在 
方程 式 (9.8.1) 中 没有 出 现 y 的 奇 次 方 , 故 了 与 yzi+l (i > 0) 无 关 . 

为 了 推演 方便 , 下 面 引进 一 些 必要 的 记号 . 令 


p= O22 (uf|, ,2), (9.8.2) 
qg = 622,2 (uf?|,_,,). 
若 记 
1— Oe2,y2 (uf|, -2) 
1—2060p (uf a) oy?de2 (us) 
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则 由 式 (9.8.2), 有 
_ 1-p 也 十 Z2y29 
1 一 2 一 z2y29 1 一 2p 一 z2y29 
一 1+(p+z2y2g) 》 (2p 十 z2y29 六 


k>0 


=1+(p+z2y2g)》、 条 (: ) (2p) (zy?g)*™ 


大 >0 i=0 


大 

2ik! ， 

(k—i) ,2(k—i) +1 ki 

-1+D (am pT 
Sa i=0 


2kitl)y 2h-itl) pigk-itl 
+ 2 ) 


在 第 一 个 对 i 的 求 和 中 , i = 的 项 为 2tpk+1. 在 第 二 个 对 i 的 求 和 中 , i =0 的 
项 为 

Zt DD Rt 
其 余 的 总 和 为 


2°k! 2(k—it+1), 2(k—it+1) yink—itl 
和 下 y 29 


2it1k! S 
ca (ki) (ki) itlgk -i 
-i YB 


从 而 , 通过 合并 同类 项 , 得 


k—1 
A= 1+ 5 (p+ 十 Z2(k+DW2(k+Dgk+1 +》 auizzk-9g2k-Dpitlge- 站 


大 >0 i=0 


其 中 


lhN\ k \_ (2k—it+1)2ik! 
Qari=2 人 +2m (1) = GT ER+. (9.8.3) 


定理 9.8.1 方程 式 (9.8.1) 在 RR{z,y} 中 有 如 下 等 价 形式 : 


j= 1+2, (2Pe +2 + (yorr1) B QM+Y) 
天 20 
k—1 


十 DD arir* (CP @ Pli+1] @QK 1)), (9.8.4) 
i=0 


ba = 了 
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其 中 对 于 整数 上 > 0, 一 1 >i>0, aki 由 式 (9.8.3) 给 出 , 对 于 整数 1 > 1， 
PU=Pl-l@P, P=[p, 
y 
Qu=Qld@Q, Q=|'%, 
使 得 p 与 4 分别 由 式 (9.8.2) 的 第 一 式 与 第 二 式 给 出 . 


证 明 在 方程 式 (9.8.1) 的 基础 上 , 将 式 (9.8.2) 代入 式 (9.8.1) 的 第 一 式 , 得 


1-—p 
f= ), ap -zy 
a 1+2] (2 k+l 十 z2(k+D32(k+DgK+1 
k>0 


3 (2k— i+ 1)2ik! ZAK- (kD pitlgk-i 
+ )! ye pig™), 


=1+D (2%PE + ot) (yarry BOM) 
k>0 


1 (2k—i+ 1)2ik! 
3 (i+1)!(k—i)! oY 


0 


从 而 导出 欲 证 的 结论 . 口 
在 定理 9.8.1 的 基础 上 , 又 可 将 方程 式 (9.8.1) 转化 为 等 价 的 一 个 关于 媚 。 


(m > 0) 的 无 穷 维 方程 组 . 为 了 简便 , 对 于 R{z,y} 上 z 的 一 个 偶 函数 g, 引进 一 
些 记 号 . 对 于 任何 整数 m > 0， 


dyor-i) B P+Y BQ ), 


其 中 用 到 


= [9]" = 0%9. (9.8.5) 


因为 fe R{z,y} 是 r 的 偶 函 数 , 所 以 pe R{z,y} 和 ge RR{z,y} 都 是 z 的 偶 函 
数 , 从 而 根据 式 (9.8.5), 可 知 Fm Po, 和 Qw 的 意义 . 
对 于 任何 整数 大 > 1， 


GH = [g*]% = 0%9t. (9.8.6) 
当然 , GH = Gh. 
引 理 9.8.1 对 于 任何 整数 上 > 1, 如 果 非 负 整 数 m<k 一 1, 则 PW =0. 
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证 明 首先 , 由 式 (9.8.2) 可 知 , 当 上 =1 时 , 忆 = 0. 对 于 此 之 2, 可 以 假设 
PK =0 (m < 一 2). 用 数学 归纳 法 , 往 证 P 则 =0 (m < 一 1). 因为 


PI = Spe yp > Pp, 


i=0 


且 m<k-1 字 m1<k-2, 利用 归纳 假设 , 知 PK =0 (m >i>1), 从 而 
PH =0 (m<k-1). 口 


引 理 9.8.2 对 于 任何 整数 上 > 1, 如 果 非 负 整数 m < 一 1, 则 Q 负 = 0. 


证 明 首先 , 由 式 (9.8.2) 可 知 , 当 大 = 1 时 , Qo = 0. 对 于 大 > 2, 可 以 假设 
QK = 0 (m < 一 2). 用 数学 归纳 法 , 往 证 @ 欠 = 0 (m < 上 一 1). 因为 


= 和 ok-lo = 六 ok-no。 
二 = 


以 及 m<k--1 祝 mm 一 1< 上 一 2, 利用 归纳 假设 , 知 Qk- =0 (m >i>1), 从 而 
QW =0 (m < k—1). 0 


定理 9.8.2 关于 Fh, (m > 0) 的 方程 组 


1,， m=0, 
mm 一 1 lm/2J-1 
Ik+1 
Fn = 2:PR+Y+ D) (yory Qt (9.8.7) 

k=0 k=0 

m—lk—l 

中 Qapi (Ya(k— d@ Rt ,), m>1, 
k=1 i=0 


其 中 ak ER+ 在 定理 9.8.1 中 给 出 ， 


m—2k—1 


+1 +1 ki 
Rt = > (a is ); 
j=k-i 


在 RR{z,y} 上 与 方程 式 (9.8.1) 等 价 . 
证 明 在 定理 9.8.1 的 基础 上 , 由 始 条 件 , 当 m=0 时 , Fo =1; 当 m > 1 时， 


人: 
Fn = 2 Pt) DY (yr Qt 
k>0 k>0 


大 一 1 | 
+ Dori (wed [Pr oO 2 


大 >0 i=0 
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由 引 理 9.8.1, 对 于 P11, 只 需 考虑 m 之 k++1, 即 <m 一 1. 从 而 


mm 一 1 
> > 2kPlk+1. 
大 >0 k=0 


由 引 理 9.8.2, 对 于 QKk+i ，, 内需 考虑 m 一 一 1>k 十 1 即 2k< mm 一 2. 从 而 


Lm/2)—1 
5 (wry QL k— 3) 二 D> (rn Qt 3 vo 
大 >0 k=0 


因为 


mkti 
[PHY@QKII]R = PE ,SQ ( 引 理 9.8.1) 


mm 一 2k 一 1 


5 Pi ii@QK ( 引 理 9.8.2) 


了 一 大 一 1 


Ss 1 [ki 
加 D> Pn hii® @G9i 8 
了 一 一 


[K+1] 
= Rm-g+ti 


由 m 一 k 一 1>0, 即 k<m 一 1, 最 后 一 个 无 穷 和 为 


—1k—1 


aki (Yak ® RFTN:). 
1 i=0 


从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


为 了 解 方程 组 式 (9.8.7), 先 要 看 一 看 P, 和 Qm 与 Fm 之 间 的 关系 . 
由 式 (9.8.2), 对 于 整数 m > 0, 由 


27z2(m+1) — 72(y2m+1) 
p=- DF! ee 
m2>0 y 


mm 一 1 
总 和 2 > zym -iY) 


m2>0 


本 = 和 Pu 六 ra- j+1) 


m2>0 j=1 


二 2 Dyeity, 


JP1 ij 


Eo 
1 
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有 


i 0, m=0. 

四 := ee 入 玉 Hng2ctD， 其 他 . 
i>0 

根据 式 (9.8.4) 的 第 一 式 , 对 于 整数 !, m > 1, 得 


DFirmycity (= Pn), I= 
Ea 


PU= (9.8.8) 
Fs 1>2. 
令 PE =6%f? (m>0), 则 
Py mM 5- yr De 
m2>0 m2>0 
Ew Ds >: Flaly?(m-7) i D2’ yea 
j20 m2>j j20 iz0 
根据 式 (9.8.4) 的 第 二 式 , 对 于 整数 1!>1 和 m > 0, 得 
Drya(= Qn), L=1, 
QQ 由 = 完 (9.8.9) 


> oodou 1> 2. 


i=0 

为 了 寻求 方程 组 式 (9.8.7) 的 一 组 解 , 再 引进 一 个 参数 s = r/2, 使 得 对 于 寡 
的 向 量 mw, 都 有 r(g) = (1 二 212 十 313 十 …)nT. 令 Fn,s 为 Fn 的 满足 r(n) = 2s 
(n 为 限制 寡 向 量 ) 的 所 有 项 组 成 的 部 分 . 

引 理 9.8.3 当 m=0 时 , 对 于 任何 整数 s > 0, 有 

Fs= | (9.8.10) 
在 二 让 

证 明 当 s=0 时 , 由 于 方程 式 (9.8.1) 的 始 条 件 意 味 着 为 = 1, 所 以 有 
io = 二 1. 因为 Fo 与 gy 无关, 即 得 式 (9.8.10) 中 s > 1 时 的 情形 . 口 

由 引 理 9.8.3, 此 后 我 们 只 讨论 m > 1 而 不 失 普 遍 性 . 

引 理 9.8.4 当 s= 0 时 , 对 于 任何 整数 m > 0, 有 


1 m=O, 
Fmo= (9.8.11) 
0,， mz1. 
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证 明 当 冯 =0 时 , 由 引 理 9.8.1, 即 得 Poo = 二 1. 对 于 mm >1, 由 式 (9.8.7) 有 


m—l 
Fmno= 》 ,2*PKt1 ( 引 理 9.8.1) 


k=0 
=0. 


从 而 , 引 理 的 结论 得 证 . 口 


由 引 理 9.8.4, 此 后 我 们 只 讨论 s > 1. 为 了 求 Fn,。(m,，s > 1), 由 式 (9.8.7)， 
先 要 知道 P。 和 Qs. 对 于 ZN。, 由 引 理 9.8.1, 只 需 讨 论 m > 1. 由 式 (9.8.8)， 
对 于 任何 整数 s > 1, 有 


8 一 工 
DFitms-i_1y2(it) (= Pn,s), l=1, 
= 澡 ， (9.8.12) 
> 1>2. 
i=1 j=0 


命题 9.8.1 令 Fnts-1= {Flr+t<m+t+s 一 1, 7,t 之 0}. 对 于 任何 整数 
m1>1 和 s 之 1 ZN。 由 万 +。 1 确定 . 


证 明 因为 对 于 任何 整数 s 一 1 >i>0, (i+m) 二 (s 一 i 一 1)=m 二 s 一 1, 故 
4me-i-1€ Fm+s-1. 由 式 (9.8.12) 的 第 一 式 , Ps = PRl, 由 五,4。_1 确定 . 当 
1>2 时 , 假设 PL7Y 由 万 +t-1 确定 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 PU。 由 五。_1 确定 . 
事实 上 , 用 式 (9.8.12) 的 第 二 式 , 从 归纳 假设 , 即 导出 欲 证 的 结论 . 0 


同 理 , 对 于 QL,。, 由 引 理 9.8.2, 只 需 讨论 m 一 1 >1> 1. 由 式 (9.8.9), 对 于 任 
何 整 数 s > 1, 有 


re pe s_iV2i(= Qm), 
QM,= 二 (9.8.13) 
3 Voy, Qi 2 
i=1 j=0 
命题 9.8.2 令 w+s-1= {Fe|r+t< m+s 一 1, nt> 0}. 对 于 任何 整数 
m>1>1 和 s>1, QO 有 ,由 Ft (r+t< m+s 一 1) 确定 . 


证 明 因为 对 于 任何 整数 s 一 1 >i>0, (i+m) 十 (s 一 i 一 1)=m 十 s 一 1, 所 以 
五 +ms-i-1 E Fm+s-1. 由 式 (9.8.12) 的 第 一 式 ， Pn,s = PR), 由 Fm+s-1 确定 . 当 
1> 2 时 , 假设 PlFu 由 三 +._1 确定 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 PU, 由 天。+。; 确定 . 
事实 上 , 用 式 (9.8.12) 的 第 二 式 , 从 归纳 假设 , 即 导出 欲 证 的 结论 . 口 
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由 式 (9.8.7), 对 于 整数 m>1 和 s>>1, 有 


m—l lm/2]—1 i 
1 
Fns =D 2PltI+ 5) (yery @ OK sk) 
k=0 k=0 
7 一 1 大 一 1 
十 > au (van) ® RY, 4). (9.8.14) 
k=1 i=0 


在 命题 9.8.1 和 命题 9.8.2 的 基础 上 , 可 以 看 出 Rt, ,sk 由 Fr (r+t< 
(mk 二 让 十 (s 一 k++i) 一 1 二 m 十 s 一 2k 十 2i 一 1 < m 十 s 一 1) 确定 . 


定理 9.8.3 方程 式 (9.8.1) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 根据 定理 9.8.2, 为 了 得 到 方程 式 (9.8.1) 的 一 个 解 , 只 要 能 从 始 值 条 
件 , 对 于 所 有 整数 m，s > 0, 求 出 瓦 。,。 就 行 了 . 按照 从 0 开始 , m 十 s 递增 的 次 序 ， 
求 Fm,s 的 过 程 进行 . 首先 , 当 闪 +s=0 时 , 已 经 知道 Fo,o = 1. 由 引 理 9.8.3 和 引 
理 9.8.4, 只 需 讨论 m, s> 1. 当 m+s=1 时 , 及,o= Fo =0 都 已 知 . 当 m+s=2 
时 , 因为 Fo = Fo,2 = 0, 故 只 剩 下 一 种 情形 , 即 Fii1. 由 式 (9.8.7), 有 


1—1 
瓦 := 20P+1 = Piiy。 (用 式 (9.8.12) 的 第 一 式 ) 


k=0 
= Fo,oy2 = yo. 


对 于 m 十 s > 3 时 的 一 般 情形 , 用 数学 归纳 法 . 假设 对 于 任何 整数 7 十 t < 
m 十 8 一 1, Ft 都 已 经 求 出 , 往 证 通过 式 (9.8.7) 可 求 出 瑟 。。 从 命题 9.8.1 和 命 
题 9.8.2, 根据 归纳 假设 , 知 Pei Qt ，。 和 RL,;,。_k4i 都 已 被 确定 . 由 式 
(9.8.14) 即 得 Fm,s. 从 而 , 由 定理 9.8.2, 知 方程 式 (9.8.1) 有 一 个 解 . 

从 求 这 个 解 的 过 程 在 R{y} 上 对 于 方程 式 (9.8.1) 始 条 件 的 唯一 性 , 即 可 知 这 
个 解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 使 得 求解 过 程 尽量 简单 , 还 要 进一步 了 解 这 个 解 的 一 些 可 利用 的 结构 
性 质 . 


引 理 9.8.5 若 f € R{z,y} 为 方程 式 (9.8.1) 的 解 , 则 对 任何 整数 m, s > 0， 
Fms = [8 有 ,< + 世 z] 为 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 


证 明 对 于 m 十 s 之 0 (m,s 之 0), 运用 数学 归纳 法 . 当 mm 十 s< 2 时 , 根据 前 
面 的 计算 , 除 0 外 , 只 有 五 = 如， 易 见 , 这 满足 引 理 结论 . 当 m 十 s > 3 时 , 假设 
对 于 任何 整数 rt > 0, r+t< m++s 一 1, Ft ERR4[yzt] 为 一 个 至 多 t 次 多 项 式 . 往 
证 , Fm,s = [8G 有 ”ER+ 有 y2s] 为 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 
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在 命题 9.8.1 和 命题 9.8.2 的 基础 上 , 利用 式 (9.8.14), 由 归纳 假设 , 即 可 得 欲 

证 的 结论 . 口 
从 这 个 引 理 可 以 看 出 , 对 于 任何 整数 m,s > 0, Fm,s 都 是 有 限 正 项 和 的 形式 . 
引 理 9.8.6 对 于 任何 整数 m,s > 1, 如 果 m > s+1, 则 Fs =0. 


证 明 首先 , 对 于 m+s< 2, 已 经 看 出 欲 证 的 结论 成 立 . 然后 , 考虑 m 十 s >3 
时 的 一 般 情形 . 假设 对 于 任何 整数 s,7,t>0, r+t 和 +s-1 有 Ft=0 (r> 
t 十 1). 用 数学 归纳 法 , 往 证 只 要 mm > s 十 1, 就 有 Fm,, = 0. 

在 归纳 假设 的 基础 上 , 可 以 证 明 , 对 任何 整数 kk (0 < k< m 一 1), 只 要 
m 之 s+1, 就 有 PK+ = 0 对 任何 整数 k (0<k< Lm/2] 一 1), 只 要 m>s+1, 就 
有 QK+ 。k_; = 0; 以 及 对 于 任何 整数 (0<k<m-1), i (0<igk 一 1), 只 
要 mm 之 s+1) 就 有 RKtYU,; ,kyi 二 0. 由 式 (9.8.14), 有 Fn,s =0 (m > s+1l, 即 
得 欲 证 的 结论 . 口 

这 个 引 理 使 我 们 在 求解 方程 式 (9.8.1) 过 程 中 减少 了 一 半 的 工作 量 . 


定理 9.8.4 令 f"s 为 方程 式 (9.8.1) 的 解 . 对 于 整数 m,s > 0, 记 FE = 
[an7"5], = Sn。 则 Sm,s 在 R;{y} 上 有 如 下 正 项 和 表达 式 : 


1l, s=m=0, 
0，s>lm=0, 或 由 >s+1， 


tm/2j-1 
Sm,s = Taphtys 和 (yor+) Qt et] (9.8.15) 
和 rt 
+ DD aui(pu- 9@RKtii。kti)， 其 他 ， 
k=1 i=0 
其 中 
各 m—2k—1 ki 
1] 十 1] [一 
下 ea > > (re i 一 记 8 一 ki 一 ,Qh ), (9.8.16) 
j=k-i n=0 
| 
DSitm,s- i-1Y2(i+1)(= Pn,s), 1=1, 
= 4% (9.8.17) 


TTP Pi i 


i1 j=0 
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DSH vai(= Qns), 1=1, 


0 (9.8.18) 
Tyo J 
i=1 j=0 
以 及 
SB, = DD) Sm-ie-iSi: (9.8.19) 
i=0 j=0 


证 明 当 s=m=0 时 , 由 方程 式 (9.8.1) 的 始 条 件 给 出 . 当 s> 1,m =0, 或 
m 之 s 十 1 时 , 分 别 由 引 理 9.8.3 或 引 理 9.8.6 给 出 . 否则 , 即 当 m,s > 2, m < s 时 ， 
如 定理 9.8.3 的 证 明 中 所 提供 的 , 从 5S1,1 = yo 起 , 依 m 十 s 的 值 逐 一 递增 次 序 , 确 
定 Sm,s. 由 引 理 9.8.5 知 , 所 有 5m,s € Rly2s] 都 是 正 项 和 的 形式 . 口 


例 9.8.1 无 环 Euler 平面 地 图 以 根 点 次 和 顶点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 
分 类 . 因为 已 经 知道 , 以 根 点 次 和 顶点 剖 分 向 量 为 参数 的 无 环 Euler 平面 地 图 的 
根 同 构 类 数 的 计数 函数 , 满足 方程 式 (9.8.1), 定理 9.8.3 告诉 我 们 , 式 (9.8.15)~ 
式 (9.8.19) 提供 的 多 项 式 5%,。 中 , g” (注意 x(n) = 2s) 项 的 系数 , 就 是 根 点 次 
为 2m、 顶 点 剖 分 向 量 为 n 的 无 环 Euler 平面 地 图 的 根 同 构 类 数 . 因此 , 当 棱 数 
m+ 十 s = 二 2 时 , 只 有 1 个 这 种 地 图 , 如 图 9.8.1 中 的 a 所 示 , z?51,1 = z?y2. 当 棱 
数 m 十 s=3 时 , 也 只 有 1 个 地 图 , 如 图 9.8.1 中 的 b 所 示 , z?.51,2 = z?y2. 当 楼 
数 冯 +s=4 时 ,有 5 个 地 图 , 如 图 9.8.1 中 的 c,d 和 e 所 示 , 2?(S1,3) 十 24(S2,2)， 


vy 


冲冲 9.8.1 无 环 4 ER 
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其 中 51,3 = 2c 十 le = 2y2ya 十 姐 ， 5S2,2 二 2c 十 d = 2 十 Ya. 当 棱 数 m 十 s ==5 时 ， 
有 17 个 地 图 , 如 图 9.8.1 中 的 f, g 和 hh 所 示 , z?(S1,4) 十 Z4(S2,3), 其 中 514 = 
6f +2g9+h= 6yBys +2y2+y4, S23 =4f+4g= 4 +4y2ya. 


9.9 ” 单 二 部 内 面 型 


讨论 关于 fe RR{z,y} 的 介子 泛 函 方程 


{ -Df fl =77 + (v8 a) 
1 


(9.9.1) 
儿 | 
其 中 f ER{z,9y}. 
在 文献 [57](231 页 ) 或 [59](271 页 ) 中 , 可 看 到 方程 (9.9.1) 的 第 一 式 或 它 的 
等 价 形式 . 不 过 要 注意 , 在 那些 方程 中 都 有 符号 上 的 笔 误 , 应 以 这 里 为 准 . 
先 将 方程 (9.9.1) 的 第 一 式 在 尺 {z,y} 上 变换 为 易于 运算 的 等 价 形式 . 如 果 在 
这 个 等 式 两 端 同 时 加 上 1 一 f, 则 有 


QD+G-D Lf, 0D + te (veemfl,s). 
将 左 端的 项 提出 因子 /一 1 后 , 得 
(f= D( fl 1D)=0-N) + + (yat, ss)- 
将 左 端 所 有 项 变 号 后 移 到 右 端 , 得 
0=1-f+of + (yf a) -Df ,1). 
再 将 右 端 项 减 f 变 号 后 移 到 左 端 , 即 得 
f=1+27+7[ (86amfls) -1-D (ft, -1): 
定理 9.9.1 方程 式 (9.9.1) 与 方程 


{ f=1+ef+2] (ya22f|, 2) — G-D( i, i) 
1 


(9.9.2) 
eg [ns Ee 


在 尺 {z,y} 上 等 价 . 
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证 明 ”因为 上 面 所 用 的 运算 都 是 在 R{z,y} 上 的 等 价 变换 , 所 以 欲 证 的 结论 
成 立 . 口 


因为 定理 9.9.1 提供 的 方程 形式 , 会 对 我 们 求解 的 正 项 和 表示 带 来 方便 , 下 面 
只 讨论 方程 式 (9.9.2) 而 不 讨论 方程 式 (9.9.1). 

首先 , 注意 到 在 方程 式 (9.9.2) 中 , f 不 含 x 的 奇 次 寡 , 也 就 是 说 , f 是 z 的 一 
个 偶 函 数 . 同样 , 因为 f 也 是 y 中 任何 一 个 变量 的 偶 函数 , 在 f 中 , 对 于 所 有 整数 
i 之 0, 不 含 yzi+l. 实际 上 , f € R{z?,(y2,ya,ye,…)} SC R{z,Y}- 

因为 f 是 由 所 有 z2m (mm > 0) 项 的 系数 确定 的 , 若 令 Fn = 2mf (m 之 0), 则 
只 要 能 求 出 一 组 F(m > 0), 使 得 由 它 确定 的 f 满足 方程 式 (9.9.2), 从 而 满足 方 
程式 (9.9.1), 就 得 到 方程 式 (9.9.1) 的 一 个 解 . 

引 理 9.9.1 当 m=0 时 , Fn =1. 

证 明 由 方程 式 (9.9.2) 的 始 条 件 , f|,_ 6,_o 二 1 和 f|,_0y-o = 加, 所 以 

二 1. 即 得 欲 证 的 结论 . 口 

由 这 个 引 理 , 我 们 下 面 只 需 考虑 Fn (m > 1). 由 式 (9.9.2), 对 任何 整数 m > 1， 
看 一 看 zzj2， 2 (v28z202f|, 2) 和 (f—1)( | 帮 |,_, 一 1) 中 zam 的 系数 , 如 何 
用 hm, Bm 和 Cm 表示 . 


求 Am ER{2y}. 因为 了 是 zx 的 偶 函 数 , 故 f? 也 是 z 的 偶 函 数 . 由 引 理 9.9.1， 
当 m=0 时 , FM = 2=1. 令 FEI=62m, 则 对 于 m>1， 


Fl = D2 
i=0 
由 Am = FLi, 有 
0, m=0, 
An=4 b m= (9.9.3) 


} 


3 Fn-2-iF, m2>2. 
i=0 


求 Bm ERfy}(m > 0). 先 要 知道 d= 92.y2f|，_,s. 这 就 是 


i—1 
d= Dn DE 


i20 j=0 


> Dn Fn 


i21 j=0 
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= 忆 ( Rare 0) 凡 (用 大 =i7 一 1 代 蔡 说 


JP0 “这 计 1L 
-Drm ) PD (Dre) 
j20 kz>0 k>0 j>0 
由 Bm =z[ (wo), 对 于 m > 0, 就 有 
0, m=0, 
Bn = 9.9.4 
DFntiyacity) = DFn+j-1y2;, mz1. ( ) 
iz0 J>1 


求 Cm ER{y}(m 之 0). 由 引 理 9.9.1 知 Fo==1, 所 以 
f-1= DFne™, fl, -1= 5 Fnyom. 
m2>1 m2>1 
从 而 , 对 于 m > 0， 


0, m=0, 
Cm= 9.9.5 
. Fn)_ Fy, m>1. 人 
JPz1 


定理 9.9.2 方程 式 (9.9.2) 与 关于 瓦 。 (m > 0) 的 方程 组 : 


1, m=0, 
Fm= me (9.9.6) 
2Fm1t 2 Fm-o-iPit (Fnti-1— FnF)ya, m>0, 
i=1 j>1 
在 RR{y} 上 等 价 . 


证 明 在 式 (9.9.2) 的 基础 上 , 对 于 任何 整数 m > 0, 有 
Fn =1+Anm+ Bm— Cm. 


由 式 (9.9.3) ~ 式 (9.9.5), 有 


和 m=0, 
m—l 
po | DD Pmt Fnti-iyj — Fn Fys; 
i=0 221 j>1 


mm 一 1 
一 > -2 及 +), (Fmtj-1 一 Fn F; )y2;, m>0. 
i=0 Ij21 
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因为 它 的 第 二 式 的 第 一 项 就 是 式 (9.9.6) 的 第 二 式 的 前 两 项 之 和 , 故 结论 成 立 ， 口 


为 方程 组 式 (9.9.6) 中 每 个 方程 都 有 无 穷 多 个 未 知 量 , 不 能 直接 求解 , 故 需 
要 进一步 研究 它 本 身 的 结构 性 质 . 对 于 任何 整数 m > 1, 若 引 入 一 个 新 参数 se RR， 
使 得 ,中 和 罕 向 量 为 n 且 s = r(n)/2 的 所 有 项 组 成 的 部 分 , 记 Fm,s, 则 下 面 将 会 
看 到 Fs ER[z,y], 即 R{z,y} 上 的 一 个 多 项 式 . 

在 式 (9.9.6) 的 基础 上 , 对 任何 整数 站 >1 和 s>1 有 


7 一 2 s 
Fn,s =2Fmn-1s+ >) Dis+ > Bj,s-iy2, (9.9.7) 
i=1 j=1 
其 中 
. 
Ds =) Fn-iieiPis 
Ws i (9.9.8) 
Bs-i = Fntj-1-1— > Fn,e-j—k Py,k: 
k=0 


先 了 解 m 或 s 取 值 很 小 时 的 一 些 情形 . 


引 理 9.9.2 当 s=0 时 ,对 于 任何 整数 m>1, 有 Fno = 一 029. 
ml(m+1)! 
证 明 利用 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8), 对 于 m1, 有 
m—2 m—l 
Fm,o = 2Fm-10++ > Fm-i-ioFio= > Fm-i-ioFi,o. 
i=1 i=0 


因为 Foo =1, 由 式 (3.1.7), 可 知 no = Cm, 即 Catalan 数 . 从 而 , 引 理 的 结论 
得 证 . 口 


引 理 9.9.3 对 于 任何 整数 只 >0, 有 Fn = 0. 
证 明 利用 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8), 对 于 m 之 1, 有 


m-2 1 
Fri =2Fn-in t+ Dy FiniaiPy 
i=1 j=0 
1 二 7 
中 > (es -res) Y2j 
j=1 k=0 
m-2 


三 2Fm-11 十 De (FniiiFiot Fn-1-ioF) + (Fmo — FoF,o0)y2. 


i=1 
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由 所,o = 二 1( 引 理 9.9.2), 就 有 
m—2 


Fmn1=2Fm-11+ > (Fmn-_i-iiFiot Fn_i_ioFi1). 


i=1 
在 此 基础 上 , 利用 数学 归纳 法 . 当 m =0 时, 由 引 理 9.9.1, 已 知 fo, = 0. 当 
m 之 1 时 , 假设 对 于 任何 整数 k < m 一 1, 已 经 得 到 及 ,= 0, 往 证 Fm,1 = 0. 事实 
上 , 由 归纳 假设 , Fn,_1,1 = 0, 且 对 于 1<igsm-1, 有 Fniii=0, Fi=0. 从 
而 , Pi = 0+0= 0, 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


引 理 9.9.4 对 于 任何 整数 s> 1 有 五 ,。= 0. 
证 明 对 于 s>1, 用 式 (9.9.7), 有 


sj 


Fs =2Fo,s t+ ) 局 。 ii = (Fs-;— Fes-kFyk) ya; 
k=0 


j=1 j=1 


在 此 基础 上 , 利用 数学 归纳 法 . 当 s = 1 时 , 上 面 已 经 求 出 及 1 =0. 当 s>2 
时 , 假设 对 于 任何 整数 1 <k < s 一 1, 已 经 得 到 五 =0, 往 证 五 ,, =0. 事实 上 ， 
由 归纳 假设 , Fn_1,1 = 0, 且 对 于 1<i<m 一 1, 有 Fn_i-i1 ==0, Fi = 0， 从 而 ， 
Fm = 二 0 十 0 = 0, 即 得 欲 证 的 结论 . 器 


再 看 一 看 , 随 着 内 十 s 自然 数 增长 的 顺序 , 如 何 一 个 一 个 地 求 出 5,, 
当 mm +s=0 时 ,只 有 Foo=1( 引 理 9.9.1). 

当 m+s=1 时 , Fio=1, 本 :=0. 

当 m+s=2 时, F2o=2, Fi = Foz=0. 

当 m+s=3 时 , Fao=5, Fi = Fi,2= Fs=0. 

当 mm +s=4 时 , Fo 二 14, Fa = 下 = Fo,a = 二 0, 只 剩 下 F22. 因为 


2 
FM =2) Fi2-iFoi=0, 
i=0 


由 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8), 有 


让 
F22=(F22— D Fa,2_k Pik) ya + (Fs,0— FoF2.0)ya 


k=0 
=(F30— FoF2,0)ys = (5—2°)ys = Ya. 
当 m+s=5 时 , Fs0 =42, Fa = a = Fo,s 二 0, 只 剩 下 局 2 和 忆 3. 对 于 
三,2, 因为 


Fl =2F,» + FajFy 三 2 有 2 = 2ys, 
j=0 
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由 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8), 有 


2 2 一 7 
Fs32=2ys+ > (Fiti2-i bd 及 io 


i=1 k=0 


=2ys+ (Fao— Fs.oF2,0)ya =2ys+ (14 —5x 2)ya = 6y4. 


对 于 ,3, 因为 


Fl =2Fs=0, 


由 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8), 有 
3 3—j 
Fas = (F1433.;— DFa3-j_kFik)y2j = (Fro — Fo,oF3.0)Ye = 4ye: 
j=1 k=0 
当 mm 十 s=6 时, 因为 Feo =132( 引 理 9.9.2), Fs = i,s = 0( 引 理 9.9.3 和 引 
理 9.9.4), 只 需要 求 瓦 > ,a 和 Fa. 相仿 地 , 可 以 求 得 Fa2 = 28ya, Fs,3 = 25y6， 
Fa = 14ys + 2y3. 


定理 9.9.3 方程 式 (9.9.2) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 先 证 方程 式 (9.9.2) 在 RR{z,y} 中 有 一 个 解 . 因为 方程 式 (9.9.2) 的 解 

由 满足 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8) 的 Fn,s (ms > 0) 确定 , 这 就 要 求 我 们 求 出 这 样 的 
-组 Rs 

当 m++s8 5 时 ， Fn,s 已 经 得 到 . 在 此 基础 上 , 用 基于 数学 归纳 法 的 无 
限 递 推 原理 , 就 可 得 其 他 F,,。(m 十 s > 6). 假设 对 于 任何 整数 p,q > 0, 使 得 
P+4<m+s 一 1 的 所 有 Fg 已 经 求 出 . 往 求 5 

由 (m 一 1)+s< m+s 一 1, 知 Fn_1s 已 被 确定 .对 于 1<i<m-2,0<j<s, 
由 (m-1-i)+(s—-j)=m+s-i-j-l<mt+s-2<m+s-1 和 i+j< 
m2+s<m+s 二 1, 知 Fn_1-is-; 和 Fi; 已 被 确定 . 用 式 (9.9.8) 的 第 一 式 ， 
Di。 已 知 , 从 而 


已 知 .对 于 任何 整数 1<j<s, 由 (m+j 一 1)+(s 一 =m 二 s 一 1, 知 Fn#j-1s-j 已 
被 确定 . 进而 对 于 0<k<s-j, 由 jl 和 k>0,m+(s 一 j 一 k)=m+s 一 j 一 k< 
m 二 8 一 1, 以 及 由 k<s-j 和 m1,j+k<s<m+s—1, 知 Fns_jk 和 Fj 
已 被 确定 . 用 式 (9.9.8) 的 第 二 式 , 局 ,。。 已 知 , 从 而 


DB ivy € R{Y} 


i=!1 
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已 知 . 至 此 , 由 式 (9.9.7), Fm,s 已 知 . 这 就 得 方程 式 (9.9.2) 的 一 个 解 . 
然后 , 证 这 个 解 是 仅 有 的 . 由 上 面 求 Fm,s 的 过 程 对 于 始 值 的 唯一 性 , 可 知 
在 R{zx,y} 中 这 个 解 是 唯一 的 . 口 


下 面 , 进一步 考察 方程 式 (9.9.2) 解 的 内 在 结构 . 
引 理 9.9.5 任 给 一 个 整数 s > 1. 对 于 整数 1< j < s, 有 


5-j 


Fnti-1,s-i— Fn,s-j_kFik > 0. (9.9.9) 
k=0 
证 明 从 上 面 的 计算 , 对 于 m 十 s < 5, 已 经 知道 不 等 式 (9.9.9) 成 立 . 
对 于 m 十 s 之 6 时 的 一 般 情况 , 用 数学 归纳 法 . 任 给 两 个 整数 1,t > 0, 当 
1+t< m+s 一 1 时 , 不 等 式 
办 这 
Fr-1ti— Ftj-kFik 20 
k=0 
成 立 . 往 证 , 当 1=m 和 t= s 时 式 (9.9.9) 成 立 . 
由 j>1 和 kk>0, 有 (m+j 一 1)+(s 一 =m+s 一 1<m+s 一 1, mm 十 (5 一 
j—k)<m+s—1-k<m+s=1, 从 m>0 和 kg<s-j, 导 致 7]+k<s<m+s. 
由 归纳 假设 , 即 得 式 (9.9.9). 口 


这 个 引 理 告诉 我 们 , 对 于 任何 整数 1 < j < s, 在 式 (9.9.7) 中 , EB;,s_j ER+4{y}. 


定理 9.9.4 令 jz 为 方程 式 (9.9.1) 的 解 . 对 于 任何 整数 m，s > 0, 记 
Sm 一 82, 则 Sb 在 RR{y} 中 有 如 下 正 项 和 表示 : 


中 m=8=0, 
0 s 之 l,m=0, 或 s>1,m=1, 
. 或 s=1,m >0, 
Sms = (2m)! i (9.9.10) 
ml(m+D)r Ms 
S81。 二》 4;s-jyaj， 其 他 ， 
j=1 
其 中 
Bs | 3 Sm-_1-is-iSii € R4{Y}, 
olem1 
a (9.9.11) 


Ajs-i = Smti-le-i— Sme-j_kSik € R+{Y}. 
k=0 
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证 明 基于 定理 9.9.3 知 , 对 任何 整数 m,s > 0, 由 Sm,s = O23fsb, 就 有 
ER 

当 m=s=0 或 s>1,m=0 时 , 由 方程 式 (9.9.1) 的 始 条 件 给 出 . 

当 sz1,m==1 时 , 由 引 理 9.9.4 给 出 . 

当 s=1,m 之 0 时, 由 引 理 9.9.3 给 出 . 

当 s=0,m 1 时 , 由 引 理 9.9.2 给 出 . 

否则 , 即 m,s > 2, 由 式 (9.9.7) 和 式 (9.9.8) 给 出 . 

至 于 对 1 < j < 3, 4j;s_; ER+{y)}, 则 是 由 引 理 9.9.5 给 出 的 . 口 


例 9.9.1 简单 二 部 平面 地 图 依 顶 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 . 实际 上 ,Po 提 
供 的 是 m 条 棱 平 面 树 的 根 同 构 类 数 . 它们 的 根 同 构 类 在 图 9.9.1 中 给 出 . 这 里 只 
考虑 含有 圈 的 情形 . 从 Fs 表示 根 面 次 2m( 与 根 面 关 联 的 半 棱 数 ) 和 与 非 根 面 
关联 的 半 棱 数 2s 这 种 地 图 根 同 构 类 数 , 可 以 看 出 m 十 s 就 是 地 图 的 棱 数 . 在 这 


图 9.9.1 简单 二 部 平面 地 图 依 顶 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 
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个 图 中 , a = z4ya 为 m 十 s =4 条 棱 的 情形 ; b= 6zsyas + 4z4ys 为 m 十 s = 二 5 条 棱 
的 情形 ; 其 余 的 为 m 十 s = 6 条 棱 的 情形 . 由 此 , 可 以 看 出 a= z4y = z4F22, 即 
F22 = Ya; b= 4z4ye 党 T4F2.3， Fy23 = ye; 
c(zsy6) +d(47ys +8z°y4)+e(67°ye) + f(A47ys + 87°Y4) +g(127° Ye) 
+h(22ys 十 4z8ya) +i(67°ye) +j(47 十 8z8ya) +k(274y2). 


将 括号 内 的 多 项 式 合并 同类 项 , 得 
4 (4ys(d) + 4ys(f)+2ys(h) +4ye(j)+2y2(k)) = 2 (14ys +2y4) = £4(F2.4), 


z°(vye(c) + 6vye(e) + 12vye(g) + 6ye(i)) = 2°(25y6) = z° (Fs,3), 
zs (8ya(d) + Bya(f)+4ya(h)+8ys)())) = 1°(28ys) = 2 (Fe,2). 


9.10 注 记 


1. 方程 式 (9.1.2) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 不 过 , 沿用 9.1 节 中 所 形成 
的 方法 , 首先 想到 的 应 是 8 E 有 R;, 即 


2 
| (1 7 7) = (9.10.1) 


flz=0w=0 = a € R+. 


如 果 将 解 中 的 某 一 项 给 定 为 始 条 件 , 只 有 由 此 导出 常数 项 为 0 时 , 才 有 可 能 
得 到 一 个 解 . 如 果 确 得 一 个 解 , 这 个 解 也 应 该 被 证 明 是 唯一 的 . 

2. 方程 式 (9.2.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.2 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 OB9f ER, 即 


| g= 1+zg+zf (v8 (ugls=s)), (9.102) 


gly=0=z=0 € R+. 


这 样 , 方程 式 (9.2.1) 只 是 方程 式 (9.10.2) 的 一 种 特殊 情形 . 
如 何以 式 (9.2.18) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.2.1) 解 的 直接 正 项 和 , 甚至 无 和 显 
式 , 有 待 进一步 研究 . 
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3. 方程 式 (9.3.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.3 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 G2g e R14, 即 


1 
| 9 =] 1— Ow (uglz-u)’ (9.10.3) 


g9|z=0=y=0 € 入 +. 


如 何以 式 (9.3.20) 和 式 (9.3.21) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.3.1) 解 的 直接 正 项 
和 , 甚至 无 和 显 式 , 有 待 进一步 研究 . 

4. 方程 式 (9.4.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.4 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 Pf ER;, 即 


Or yflu=z 
f=z2+z[ -ee 
vy 1—O.,yflu=s (9.10.4) 
flz=0>w=0 € R+. 


如 何以 式 (9.4.22) 和 式 (9.4.23) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.4.1) 解 的 直接 正 项 
和 , 甚至 无 和 显 式 , 有 待 进一步 研究 . 

5. 方程 式 (9.5.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.5 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 PB9f eR}, 即 


| 2+2f (vors(ufls,)) = ((G +a- Df,)), 


ERR+. 


(9.10.5) 
几 | -ov-o 
如 何以 式 (9.5.23) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.5.1) 解 的 直接 正 项 和 , 甚至 无 和 显 
式 , 有 待 进一步 研究 . 
6. 方程 式 (9.6.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.6 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 9001 ER+ 和 有 leR+fy}, 即 


于 三 1 未 幸 用 + {ys (Fle 
of 


人 |-ow-o=% 如 


(9.10.6) 
by 


z=0 


其 中 be 及 +. 

如 何以 式 (9.6.10) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.3.1) 解 的 直接 正 项 和 , 甚至 无 和 显 
式 , 有 待 进一步 研究 . 

7. 方程 式 (9.7.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.7 节 中 所 形成 的 方 
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法 , 可 考虑 02f e R41, 即 


a, 


V6z2 ,v2 f|,_, 
三 部 了 永 ur 
| i Meer EN (9.10.7) 
a wy 


其 中 aeR+. 

如 何以 式 (9.7.16)~ 式 (9.3.21) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.7.1) 解 的 直接 正 项 和 
显 式 , 有 待 进一步 研究 . 

8. 除非 作 系统 的 简化 , 9.7 节 的 结构 可 以 改变 , 以 使 所 得 结果 更 利于 计算 . 因 
为 考虑 到 思路 不 同 , 仍 保留 原样 . 这 方面 的 工作 有 待 进一步 研究 . 

9. 方程 式 (9.8.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.8 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 O82f e 入 +, 即 


2 J 1— O22 (uf|, 2) 
y1—20z2,y2 (uf|, >) 一 z2y25zzwz(uf| 


pd =- 


其 中 a eR. 

如 何以 式 (9.8.15)~ 式 (9.8.19) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.8.1) 解 的 直接 正 项 和 . 
显 式 , 有 待 进一步 研究 . 

10. 方程 式 (9.9.1) 解 的 唯一 性 依赖 始 条 件 的 选择 . 沿用 9.9 节 中 所 形成 的 方 
法 , 可 考虑 O29f eR4, 即 


| GD fy = + (ace 由- 0 


一 
uz?) 


(9.10.8) 


ss = 


如 何以 式 (9.9.10) 和 式 (9.9.11) 为 基础 , 导出 方程 式 (9.9.1) 解 的 直接 正 项 
和 , 甚至 无 和 显 式 , 有 待 进一步 研究 . 
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10.1 曲面 限 端 型 


讨论 关于 fe R{z,y} 的 方程 : 


zf y(t.s(f -1)|,,)=(1-z "fs 
flz=0w=0 三 1， 


其 中 y= (yi,y2,ys,…). 
这 里 , 考虑 更 普遍 的 一 族 , 即 


A -so 


flz=0w=0 me. 


其 中 a€ R+ 为 一 个 给 定 的 数 . 


(10.1.1) 


(10.1.2) 


当 a= 1 时 , 方程 式 (10.1.2) 就 变 成 方程 式 (10.1.1). 因为 在 曲面 上 , 上 式 与 
各 种 限制 端 顶 点 地 图 以 根 点 次 和 非 根 项 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 类 数 确定 的 函 


数 有 关 , 将 方程 式 (10.1.1) 和 方程 式 (10.1.2) 称 为 曲面 限 端 型 的 . 


在 文献 [75] 中 , 出 现 过 与 它们 类 似 的 方程 . 


为 了 便于 求 正 项 和 形式 的 解 , 将 方程 式 (10.1.2) 在 RR{z,y} 上 等 价 地 变 为 


| f=atzf + +z y+0e(f -os), 


fr=0w=0 = a 


(10.1.3) 
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对 于 整数 m> 0, 令 到 = [月 ”Omf, 则 
m 0, 0g<m<1, 
[z*7]” = Ee (10.1.4) 
Fn_2, m>1. 


引 理 10.1.1 对 于 任何 整数 m > 0, 如 果 Fi eRi{y}(0<1<m), 则 Fm_2€ 
R+{y}- 


证 明 因为 四 一 2 < m, 由 前 提 条 件 , 自然 ,2 € Ry{y}. 0 
对 于 整数 由 > 0, 令 及 二 Bm 呈 , 则 
bh ep 
FP,= (10.1.5) 
(m+l)Fn+t, m>1. 


引 理 10.1.2 对 于 任何 整数 m > 0, 如 果 玉 <R+{ty}(O<i<m), 则 局 
入 + 1 


证 明 用 式 (10.1.5), 有 FF%_1 = mFm. 由 前 提 条 件 , 知 Fm € RR4{y}. 从 而 ， 
,1 & R+{y}, 即 得 欲 证 的 结论 . 


口 
令 = 区 (zwf|,_,)(i>0). 对 于 整数 上 >1, 有 


大 一 
ZK 一 了 
Dai 一 Er - jtlyk-1-j 一 -Ts yi 
j= j=1 


由 算 子 8.,y 的 线性 性 , 对 于 整数 m > 0, 有 


0, m=0, 
Or (yorw(f —a)|,_,) = 


5 Fy, ml. (10.1.6) 
k>m+1 


从 而 , 由 介子 泛 函 的 线性 性 , 对 于 m > 0, 有 


verano -| : a 


10.1.7 
> Fryk_-m+1l, m1. ( ) 
k>m+1 
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定理 10.1.1 方程 式 (10.1.3) 与 关于 Fh, (m > 0) 的 方程 组 


a, m= 0, 
+) 及 Wi m=1, 
忆 a (10.1.8) 
™ | a+> Fy m=2, 全 
人 2 


(mm 一 1)FE -2 十 > 天 从-m+2， 了 过 3 


人 >mm 
在 R{y} 上 等 价 . 
证 明 .因为 在 方程 式 (10.1.3) 中 , z|(f 一 a), 所 以 Fo = a. 这 就 是 方程 的 始 条 


件 . 当 m=0 时 , 式 (10.1.8) 成 立 . 对 于 m > 1 在 式 (10.1.4) ~ 式 (10.1.7) 的 基 
础 上 , 用 方程 式 (10.1.3), 可 等 价 地 得 到 式 (10.1.8). 口 


为 了 能 解 出 这 个 具有 无 穷 未 定 元 F,, (m > 0) 的 方程 组 , 还 需要 引进 一 个 新 
的 参数 s, 使 得 将 F,, 中 的 项 按照 * 所 分 的 类 都 是 多 项 式 . 

令 Jn 为 由 在 及 中 含 如 (mn = (nanazna…)) 的 项 的 集合 . 记 了,s = 
{n(n) =sSJm, 则 


= (10.1.9) 


s>0 
其 中 x(n) =inT, i= (1,2,3,… ,i,…). 
引 理 10.1.3 对 于 任何 整数 s > 0, 有 
a, ， 
Fo,s = | (10.1.10) 
0, 
证 明 因为 而 =oeR+ 是 一 个 常数 , 故 Fo 与 s > 1 无关 . 这 就 是 Fo,, = 
0(s>1). 口 
若 用 Kronecker 记号 6,., 则 由 这 个 引 理 就 给 出 了 Fo,s = 5o。- 
引 理 10.1.4 对 于 任何 整数 s > 0, 有 
0， s 三 0(mod 2), 
Fis= ee , 


M61,s++ > Fe,s_k-1yk+1， 其 他 . 


k=1 
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证 明 由 式 (10.1.8) 的 第 二 式 , 有 

yn, s=0, 

Db Peer]， 四 Dr s>0. 

从 而 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
根据 这 个 引 理 , 看 一 看 所 ,3 和 五 5 的 形式 : 


hs= 


2 
Fs= Fakyeti = Flys Fz,oys = Yiy2+ ays, 
k=1 


4 
Fs= DFea ryeti = Fiaya + Fa2ys + Fynys + Faoys, 
k=1 
= (yiy2 + ays)y2 + yay3+ (2y1)ya + (2a)ys 
= y+ (a+ 1)yays + 2yvya + 2ays. 
当 a=1 时, 可 从 后 面 的 图 10.1.1 看 出 它们 的 一 种 实际 意义 . 

由 上 面 的 两 个 引 理 , 下 面 只 讨论 m > 2 时 的 情形 而 不 失 一 般 性 . 
由 式 (10.1.8), 对 于 任何 给 定 的 整数 m > 2, 有 


s 
aso 十 》 Fk,s—kyk, m=2, 
Fm,s = 4 stm—2 (10.1.11) 
(m— 1)Fmn-2,s+ > Fk,s—ktm-2Yk-m+2, M3. 
k=m 


引 理 10.1.5 对 于 任何 整数 m > 2 和 整数 上 > 1, 有 


am! 

| 10.1.12 

= 1 2 (10.1.12) 
0 m=2t+1. 


证 明 由 式 (10.1.11), 以 及 


0 m-2 
DF sey =0, 3 Fs—ktm-2Yk m+2 = 0, 
k=2 k=m 


对 于 m>2, 有 


a, m=2, 
no 一 
(m—1)Fm-_20 m2>3. 
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由 式 (10.1.10), 知 Fo,o =a. 由 引 理 10.1.4, 知 Fo = 0. 
对 于 任何 整数 m > 2, 假设 当 0 < i< m 一 1 时 , Fo = 0 满足 欲 证 的 结论 . 往 
证 i=m 时 的 情形 . 因为 no = (m 一 1) 所 ,_20, 从 mm 三 m 一 2(mod 2), 利用 归纳 
假设 知 , 当 m= 1(mod 2) 时 , Fo =0; 当 m = 2t 时 ， 
a(2t—2)! a2t—1)! am! 
2t-1(t—1)! 2-1(t—1)! 2! 
从 而 , 引 理 的 结论 得 证 . 口 
由 此 可 见 , Fn,o E R4{9y} 当 且 仅 当 ae 和 + 


引 理 10.1.6 对 于 任何 整数 m > 0, 有 


Fs = (2t—1) 


0, m= 2t, t>0, 
Fm1= 9 hn, m=1, 


2ttl, m=2t+1,t>1. 


证 明 由 引 理 10.1.3 和 引 理 10.1.4, 分 别 给 出 Fo =0 和 1 = 
由 式 (10.1.11), 以 及 


m-l 


1 
DD Fisrye =0, > Fk,s—ktm—2Yk-m+2 = 0, 
k=2 


k=m 
对 于 mm 之 2, 有 
0, m=2, 
Fn1= 
{ (m—1)Fm-20, m2>3. 
易 知 Fo =0, 五: 一 和 1 二 0. 当 m > 3 时 , 假设 对 于 任何 整数 0< 1< 
m 一 1, 都 有 
0, 1 三 0(mod 2), 
Fi= 
| 2W/2111/2J yn, 1=1(mod 2). 
用 数学 归纳 法 , 往 证 ,a 满足 引 理 的 结论 . 
当 mm 三 0(mod 2) 时 , 因为 m 三 m 一 2(mod 2), 从 Fi 二 (m 一 1)Fm-2, 用 
归纳 假设 , ,2 = 0, 即 得 已， =0. 
当 m=1(mod 2) 时 , 令 t=|[1/2], 则 m=2t+1 从 Fai = (m1)Fn_2 
得 Fawrin = (2 已- = Fz(t-1+1. 用 归纳 假设 , Fz,-1, = 2:"1(t 一 1)ly, 即 得 
Fawr 二 (2t)(2"1(t 一 1)1y) = 2‘tlyy. 这 就 是 欲 证 的 结论 . 口 


由 引 理 10.1.5 和 引 理 10.1.6， 我 们 下 面 可 以 只 讨论 s > 2 而 不 失 一 般 性 . 
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引 理 10.1.7 给 定 两 个 整数 m > 2 和 s > 2. 如 果 对 于 任何 整数 > > 0, 只 
要 1+r<m+s 一 1, 就 有 Fi ER}{y), 则 


stm-2 
> Fk,s—ktm_2Yk—m+2 € R+{Y}. 


k=m 

证 明 ”因为 对 任何 整数 mm 和 大 入 十 s 一 2, 下 十 (5 一 大 十 翁 一 2) 一作 十 5 一 2 苹 
m 十 s 一 1, 由 给 定 的 条 件 , F,s_k+m-2 E RR+{9}. 从 而 , 考虑 到 办 -w+ E RR4{y}， 
即 得 欲 证 的 结论 . | 

现在 , 看 一 看 , 从 mm 十 s= 0 开始 , 随 着 逐一 递增 的 次 序 , 如 何 用 式 (10.1.11) 
确定 Fs. 

当 m+s=0 时, 只 有 Foo ==a, 已 经 由 引 理 10.1.3 给 出 . 当 m 十 s=1 时 ,只 
有 io =0 和 Fo =0, 分 别 由 引 理 10.1.5 和 引 理 10.1.3 给 出 ， 

当 m 二 s=2 时 , 除 Fo =a 和 Fo =0 已 知 外 , 只 剩 下 Fi1. 由 式 (10.1.11)， 
Fi=. 

当 m+s=3 时, 除 ao=0( 引 理 10.1.5) 和 Fs = 0( 引 理 10.1.3) 已 知 外 , 只 
剩 下 Fi 和 刁 2. 由 式 (10.1.11), 知 Fi1 =0 和 ,2 = Fioy2 =0. 


定理 10.1.2 方程 式 (10.1.2) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 ”从 上 面 的 计算 已 经 看 出 , 当 m 十 s 较 小 时 , 忆 ,s 可 以 由 式 (10.1.11) 确 
定 . 当 mm 十 s 很 大 时 , 可 以 假设 对 于 任何 整数 s, 1,t > 0, 使 得 1+t<m+s 一 1, Ft 
都 已 经 被 确定 . 用 数学 归纳 法 , 往 求 瑟 。… 

当 m = 2 时, 因为 对 任何 整数 >0,k+(s 一 k)=s<2+s 一 1= s++1, 由 
式 (10.1.11) 的 第 一 式 , Fi,s_k (2 < < s) 可 被 确定 , 从 而 对 任何 整数 m, s > 0， 
2 十 s 二 mm 十 s, F2,s 都 可 以 被 确定 . 

当 m3 时 , 因为 (m 一 2) 十 s < m 十 s 一 1, 以 及 对 于 任何 整数 尺 >0, 上 十 (s 一 
k++m 一 2) = s 十 m 一 2 < m 十 s 一 1, 故 由 归纳 假设 知 , 己 ,_2,。 和 所 有 Fs_k4m_2 
(m <k< s+m 一 2) 都 已 被 确定 . 从 而 , 由 式 (10.1.11) 的 第 二 式 , 所 有 已 。。 
(m > 3, s > 0) 都 可 以 被 确定 . 

因为 所 得 的 这 些 互 ,,。 满足 方程 组 式 (10.1.8), 由 定理 10.1.1 知 , 方程 式 
(10.1.2) 在 RR{z,y} 中 有 一 个 解 . 考虑 到 这 个 求解 过 程 对 于 始 条 件 的 唯一 性 , 这 个 
解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 求 出 方程 式 (10.1.2) 解 的 更 简单 的 正 项 和 表示 , 还 需要 探究 这 个 解 的 内 
在 结构 . 


引 理 10.1.8 对 任何 整数 m，s > 0, 如 果 mm 十 s 三 1(mod 2), 则 Fs = 0. 
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证 明 从 上 面 的 计算 已 经 看 出 , 当 mm 十 s 较 小 时 , Fn,s = 0, m 关 s(mod 2). 

当 m+s 较 大 时 , 可 以 假设 对 于 任何 整数 1,t > 0, 如 果 1+t< mm 十 s 一 1， 
m 关 s(mod 2), 则 及, = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 对 任何 整数 m,s > 0, 只 要 m 关 
s(mod 2), 就 有 忆 ,,s = 0. 通过 上 面 的 一 些 引 理 , 我 们 可 只 讨论 m,s > 2. 

当 m=2 时 ,对 于 s 之 2, s 关 0(mod 2), 因为 对 于 任何 整数 k>0,k+(s 一 k)= 
8 关 0(mod 2), k++(s 一 k) = 二 s< 2 二 +s 一 1 = s 十 1, 用 归纳 假设 , 可 知 及 ,。k=0. 从 
而 , 由 式 (10.1.11) 的 第 一 式 , 知 FE = 0. 

当 mm >3 时 ,因为 m+s=1(mod 2), (m 一 2)+s 三 m+s(mod 2), 大 十 (s 一 
kt+m—2)=s+m—2=m+s(mod 2), 由 (m-2)+s=m+s—-2<m+s—1 
和 十 (s 一 k 十 m 一 2) = 二 s 十 m 一 2 < m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , 可 知 F，_2,, = 0， 
i,s-ktm-2 二 0. 由 式 (10.1.11) 的 第 二 式 , 知 Fs = 0, 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


在 求 方程 式 (10.1.2) 的 解 时 , 这 个 引 理 可 使 我 们 减少 一 半 的 工作 量 . 


引 理 10.1.9 对 任何 整数 m，s > 0, 如 果 m 十 s 三 0(mod 2), 则 五 ,,s 与 
Vi (i 之 s 十 1) 无 关 . 


证 明 给 定 s > 2, 对 于 任何 整数 m > 2 和 向 量 ne J, 有 


B= Din; (ni€Z+, i>0). 
iz1 
假若 存在 一 个 y; (> s+1) 与 Pn,s。 有 关 , 即 ni > 1, 则 s>ini > s 十 1. 这 个 矛盾 
表明 , 在 Jn, 中 , 没有 一 个 向 量 含 n; > 0(i > s 十 1), 即 得 结论 . 口 
这 个 引 理 告 诉 我 们 , Fm,s 是 一 个 s 变 元 ys = (加 ,ya,ya，……)ys) 的 函数 . 


引 理 10.1.10 对 任何 整数 m，s > 0, 如 果 m 十 s 三 0(mod 2), 则 已 是 ys 
的 至 多 s 次 多 项 式 . 


证 明 实际 上 , 就 是 证 明 , 对 于 任何 ne Jns, 有 |n| < s. 令 X= {nu> 
0,inT = s}. 因为 
max{Inlvn Ee H}=|sli|=s, 


Jms CH, 所 以 Fm,s 是 yy 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 口 


引 理 10.1.11 对 任何 整数 mm，s > 0, Fs E Rj{y} 当 上 且 仅 当 ae 及 + 


证 明 当 m+s 较 小 时 , 已 经 计算 出 及。 并 且 , 已 经 看 出 忆 ,s ERy{y)} 当 
且 仅 当 ae RH+. 
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当 和 +s 较 大 时 , 可 以 假设 对 于 任何 整数 1,t>0, 1+t<m+s-—1, Fe 
R4{y} 当 且 仅 当 a € 入 +. 用 数学 归纳 法 , 往 证 瓦 。,。 满 足 欲 证 的 结论 . 

在 式 (10.1.11) 的 基础 上 , 用 归纳 假设 和 引 理 10.1.1、 引 理 10.1.2 和 引 理 
10.1.7, 即 得 忆 ,,s 满足 欲 证 的 结论 . 口 


上 面 三 个 引 理 告诉 我 们 , 对 于 任何 两 个 给 定 的 整数 m, s > 0, Fm,s 是 ys 的 至 
多 s 次 多 项 式 , 并 且 当 aeR+ 时 , Fs E Ry{y}. 


定理 10.1.3 令 a 为 方程 式 (10.1.2) 的 一 个 解 . 对 于 整数 m，s > 0, 记 
总 ,= [及 ]; (= Em,s), 则 ms 有 如 下 有 限 正 项 和 表示 : 


abo,s, s>0,m=0, 
0，m=0, s>1, 或 m=1, s>2,s=0(mod 2), 


或 s>0, m 关 s(mod 2), 
aml! 
2 
Ys=1,m=1, 


2ttlyy, s=1, m=2t+1,t>1, 


站 信人 二 2 1 


ms 一 


人 (10.1.13) 
DO Bks_k_iykt1 s>3(s=1(mod 2)), m=1, 
k=1 


DE,s_rye, s>2(s=0(mod 2)), m=2, 


k=2 
stm—2 


(m— DEm-2,s+ > Ek,s—ktm—2Yk—m+2; 


k=m 


m>3, s>2, m=s(mod 2). 


证 明 当 s>0, m=0 时 , 利用 引 理 10.1.3. 当 m=0, s>1, 或 m=1,s> 
2, s 三 0(mod 2), 或 s> 0, m 关 s(mod 2) 时 , 分 别 利用 引 理 10.1.3、 引 理 10.1.5 
或 引 理 10.1.8. 当 s=0 上 且 m=2t, t>1 时 , 利用 引 理 10.1.5. 当 s=1 且 
m 三 2t 十 1, t>0 时, 利用 引 理 10.1.7. 当 s>3 (s 三 1(mod 2)), m= 1 时, 利用 引 
理 10.1.4. 当 s>2(s=0(mod 2)), m=2 或 m>3,s>2, m=s(mod 2) 时 ,利用 
式 (10.1.11). 口 


继续 看 一 看 , 当 4 < m+s < 6 时 , 如 何 利用 式 (10.1.13) 求 Fs (= 已。) 
的 值 . 


! 
当 mm 十 s=4 时 , 因为 Fao= S| 三 3a 和 Fo,a 二 0, 只 需求 Fis, Fo2 和 Fi. 


QQ 
2 


革 . 演 数 - 抽 本 最 办 寺 方 者 一 ein 作 生 


求 五 sa. 由 
3 一 1 
Fis= YF ryt = Piya Faoys = YiVy2+ ays, 
k=1 


得 Fi,3 = yiy2 十 ays: 


求 2. 由 
2 
F22= 及 -ka = Fz0Y2 = ay2, 
k=2 
得 Es = az. 
求 a1. 由 
1+3-2 
Fi1=2F1+ 》 Fay 
k=3 
=2F1= 2y, 
得 F31 = 2y. 


当 m++s=5 时 , 由 m 关 s(mod 2), 得 Fs =0. 

当 m+s==6 时 , 因为 Foo = 2 = 150 Fsa 一 2221ys = sy 和 fos =0, 故 
只 需求 F's, Fa, Fs 和 Fa 2. 

求 F's. 由 


5—1 


hs= D Fearyetl 


k=1 
= Fi,3y2 + F20y3 + Fa,1ya + Fa,oys 
= + (a+a)yays + 2yya + 2ays, 


得 Fs = Wy2 十 2ay2ys 十 2y1ya 十 20y5. 
求 及.4. 由 


4 
Fa= DO Fapyk 
k=2 
= Fa,2Y2 + F3,1Y3 + Fa,oya 


= (ay2)y2 + (2y1)y3+ (3a)ya, 


得 Fz4 = ay2 二 2y1y3 十 3aya. 
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求 Fs. 由 
3+1 


Fs,s a 2F1,3 es DO Fartriye-1 ux Fs 1y2 ~ Fa,oys 
k=3 


=2(yiy2 +y3)+ (2y1)y2 + (3a)ys, 


得 Fa,3 = 4yiyz 二 (3a +2)ys. 
求 2. 由 


6-2 


Fa2 =3F22+ > Fea_kyk-2 = 3(ay2) + Faoy2, 
k=4 


得 Fa2 = (3a+3a)y = 6ay2. 


例 10.1.1 联 端的 地 图 在 曲面 上 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 
构 分 类 . 所 谓 联 端 , 是 指 与 根 面 关 联 的 悬挂 项 点. 方 程式 (10.1.2), 如 果 取 a=1, 就 
变 成 了 方程 式 (10.1.1) . 因此 , 若 方程 式 (10.1.1) 的 解 记 为 就 有 f= | 
对 于 任何 整数 m, s > 0, 若 记 而 ,。= [8 用 ;， 则 由 式 (10.1.13), 有 


=i” 


) m= s=0, 

0， m 二 0, s 之 1 或 mn 去 s(mod 2) ， 
ml 
一 =0,m= > 
Ar) s8=0,m=2t,t>1, 
Yi, m=#=1, 
21tly, s=1, m=2t+1, t>1, 
4 (10.1.14) 

DO Fs riyer m=1,s>2,s=1(mod2), 
k=1 

一 
2 Briys, m=2, s>2, s=0(mod 2)， 
人 2 

二 3 十 mm 一 2 -A 
(m— Fast > ， 丽 。kHm-agk-m+2， 
k=m 


m2>3, s21, m= s(mod 2). 


例如 , 前 面 已 经 得 到 1 = Fis = 二 ays 和 Fs = Yi192 + 2ay2ys 十 
2yiys 十 2ays. 取 a = 1, 即 得 页 := 加 所 ,3s 二 yz 二 ys 和 所,s =Y1 好 十 2y2ays 十 
2yiy4 十 2ys. 在 图 10.1.1 中 ,a= 妇 二 包 4,b+c=yp 二 妇 二 名 3 和 dd+(e 十 月 十 
2g 二 (it+j 十 有) 三 胡 弛 十 (2y1ys) 十 2y1y4 十 (3ys) = 及 ,s. 注意 , 虽然 h = yys, 但 因 
为 有 一 个 悬挂 点 不 在 根 面 上 , 即 不 是 联 端 , 故 不 在 页 s 中 . 
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e 了 了 

i 让 

图 10.1.1 人 


10.2 ”曲面 无 桥 型 


对 于 函数 ge 尺 {z,3y}, 考察 方程 


| zf,v(Brulg -0)|,s) = (1 -7°)g— “多 2 


glz=0w=0 = 0. 


(10.2.1) 


其 中 a, be Zi C Ri. 

在 文献 [65](180 页 ) 中 , 可 以 看 到 形 如 式 (10.2.1) 的 方程 . 不 过 要 注意 , 在 那 
里 , 偏 微分 项 的 系数 不 是 z2, 而 是 z3; 斜 差分 号 Bu 下 的 f 应 为 了 一 1. 事实 上 ， 
方程 式 (10.2.1) 与 方程 式 (10.1.1) 之 间 的 不 同 , 除 在 介子 泛 函 下 的 部 分 外 , 还 有 
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常数 项 . 方程 式 (10.1.1) 的 y(1+ ay(f 一 1)|,_,), 在 方程 式 (10.2.1) 中 变 成 了 


(ay(9 一 1 
对 于 整数 四 > 0, 令 Gn = gm 三 


引 理 10.2.1 如 果 65 关 a, 则 方程 式 (10.2.1) 无 解 . 


证 明 设 9 的 常数 项 为 Go. 因为 方程 式 (10.2.1) 左 端 有 因子 z, 常数 项 为 0， 
右 端的 常数 项 为 Go 一 b, 所 以 Go 一 b==0, 即 Go = b. 然而 , 由 始 条 件 , Go = a. 因 
此 , 当 b 关 a 时 ,方程 式 (10.2.1) 无 解 . 口 


由 这 个 引 理 , 我 们 可 只 讨论 b= a 时 的 情形 , 即 方程 
a 
| zf y(na(9 0),) = (CE -a, 


glz=0w=0 = 0. 


u=7 


(10.2.2) 


为 了 便于 求 正 项 和 形式 的 解 , 将 方程 式 (10.2.1) 在 R{z,y} 上 等 价 地 变 为 


a 
| g= ao+z2g 二 7 了 +z fy(0rs(9—0)|,s), 


glz=0w=0 = a 


(10.2.3) 


对 于 整数 n>0, 令 0 = 9 2 则 
G1, =0, 
Gh=4 pe (10.2.4) 
(m+1l)Gmr, m>0. 


引 理 10.2.2 对 于 任何 整数 m>0, 如 果 Gi ERi{y}(0<1<m), 则 G1€ 
RL{Y}. 


证 明 用 式 (10.2.4), 得 G%_1 =mGm. 由 前 提 条 件 , 知 Gm € R4{y}. 从 而 ， 
Gm-1& 入 +ty}. 这 就 是 所 要 证 明 的 . 口 


令 4= 虹 (9.G|。.) (>0). 对 于 整数 大 > 1， 
yzk 一 zk k—2 大 一 1 
Oy = St piyki, 
3 zy > y > y 


注意 , 0.,y1 = 一 1. 由 算 子 8,,, 的 线性 性 , 对 于 整数 m > 0, 有 


0, m=0,1 
Or (ydw(G—a)|,_,)= Gm, mz2 (10.2.5) 


k>m+1 
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从 而 , 由 介子 泛 函 的 线性 性 , 对 于 m > 0, 有 
m 0, 


[fv(a(G-o)] 一 1] 5 Gynn, m>1. 


k>m+1 


定理 10.2.1 在 RR{y} 上 ,方程 式 (10.2.3) 与 关于 G。, (m > 0) 的 方程 组 


m=0,1, 
(10.2.6) 


a, m=0, 
0, 请 一 本 
Gm= a+ YGrye, 广 二 归 (10.2.7) 


大 >2 


(mm 一 1)G -2 十 Gryk-mt+2 公立 3 
k>m 


等 价 . 


证 明 ”因为 在 方程 式 (10.2.3) 中 , z |(g 一 a), 故 Go = a. 这 就 是 方程 的 始 条 件 . 
当 m=0 时 , 式 (10.2.7) 成 立 . 由 式 (10.2.6)， 


| J ,v0s(G—0))- 
从 方程 式 (10.2.3), 可 知 z?| (9 一 o). 这 就 意味 着 G = [9]; = 0. 当 m=1 时 ， 
式 (10.2.7) 成 立 . 对 于 m > 2, 在 式 (10.2.4) ~ 式 (10.2.6) 的 基础 上 , 用 方程 式 
(10.2.3), 就 将 方程 式 (10.2.3) 等 价 地 变 为 方程 组 式 (10.2.7). 口 


为 了 能 解 出 这 个 具有 无 穷 未 定 元 Gn (mm > 0) 的 方程 组 , 还 需要 引进 一 个 新 
的 参数 s, 使 得 将 Gw 中 的 项 按照 s 所 分 类 的 计数 函数 都 是 多 项 式 . 
令 Jm 为 由 在 Gm 中 有 含 y? (n = (mna,na,…)) 的 项 的 集合 . 记 .ms = 
{nlr(n) = s} So 则 
天 三 下 (10.2.8) 


s>0 
其 中 r(m) =in,i= (1,2,3,… ,i,…). 
引 理 10.2.3 对 于 任何 整数 s > 0, 有 
a, 3s8=0, 
Go,s = | (10.2.9) 
0，s>0. 
证 明 因为 Go=aeR+ 是 一 个 常数 , 故 Go 与 s > 1 无 关 . 这 就 是 Go,s = 
0(s > 1). 口 


若 用 Kronecker 记号 56。4, 则 由 这 个 引 理 , Go,s = bo 。 
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引 理 10.2.4 对 于 任何 整数 s > 0, 有 G1,s = 0. 
证 明 ”从 方程 组 (10.2.7) 的 第 二 式 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


由 上 面 的 两 个 引 理 , 我 们 下 面 可 只 讨论 m > 2 时 的 情形 而 不 失 一 般 性 . 
由 式 (10.1.7), 对 于 任何 给 定 的 整数 m>2 和 s 之 0, 有 


s 
a6s0+ DGkss—kyk, m=2, 
Gms = CE 址 二 史 (10.2.10) 
(m— DGm-2st 》 Ges-ktm-2ykmt2 Mm>3. 
k=m 


引 理 10.2.5 对 于 任何 整数 m > 2, 有 


a(m)! 
,m=2t, 
{ 24" (10.2.11) 


0, m= 2t+1, 
其 中 整数 上 > 1. 
证 明 由 式 (10.2.10), 以 及 


0 mm 一 2 
》 Guo- =0, DGkektm-2yk_mt2 = 0, 
k=2 


k=m 


对 于 m>2, 有 


a, m=2, 
Gmo= 
(m—1)Fn_20, m2>3. 


由 式 (10.2.9), 知 Goo =a. 由 引 理 10.2.4, 知 Gilo = 0. 

对 于 任何 整数 mm > 2, 假设 当 0 < i< m 一 1 时 , Gio 满足 欲 证 的 结论 . 往 证 
1 一 mm 时 的 情形 . 因为 Gmo = (m 一 1)Gm_2,0, 从 mm 三 m 一 2(mod 2), 利用 归纳 假 
设 知 , 当 m 三 1(mod 2) 时 , Go= 0; 当 m= 2t 时 ， 
a(2t 一 2)! a(2t 一 1])! am! 
2t1(t 一 1 2:1(t—1)! 2tt!° 


Gms = (2t—1) 
从 而 , 引 理 的 结论 得 证 . 口 
由 此 可 见 , GwoeR+{y} 当 且 仅 当 ae Rj. 
引 理 10.2.6 对 于 任何 整数 m > 2, 有 Gn = 0. 
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证 明 由 引 理 10.2.3 和 引 理 10.2.4, Gol = Gil = 二 0. 当 m=2 时, 由 式 
(10.2.10), 以 及 


1 m—l 
DGrnye=0, DG kim 2yk_mt2=0, 
k=2 k=m 


当 m=2 时 ,有 G2 =0, 当 m>3 时 ,有 Gmi=(m 一 1)Gm-21. 假设 对 于 任何 
整数 0<1< m 一 1, 都 有 Gi1 = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 Gm,1 = 0. 由 归纳 假设 ， 
Gm-21 二 0, 从 而 (m 一 1)Gm-21=0, 即 Gm,1 =0. 口 


由 引 理 10.2.5 和 引 理 10.2.6 允许 , 我 们 下 面 可 以 只 讨论 s > 2, 而 不 失 一 
般 性 . 


引 理 10.2.7 给 定 两 个 整数 m > 2 和 s > 2. 如 果 对 于 任何 整数 !, > > 0, 只 
要 1+r<m+s 一 1, 就 有 GL. ERY{9)}, 则 


s+m—2 


> Gsktm2ye m+2 ER+{Y}. 


k=m 

证 明 ”因为 对 任何 整数 km <k<m+s-2, k++(s 一 k++m-2)=m+s 一 2< 
m 十 8s 一 1, 由 给 定 的 条 件 , Gk,s_k+m-2 € 入 +{g}. 从 而 , 考虑 到 yk_m+2 € 及 + 人 1 让， 
即 得 欲 证 的 结论 . 口 

现在 , 可 以 看 一 看 , 如 何 从 m++s = 0 开始 , 随 着 逐一 递增 的 次 序 , 用 式 
(10.2.10) 确定 Gms 

当 m+s=0 时 , 只 有 Gowo=a, 已 经 由 引 理 10.2.3 给 出 . 当 冯 +s=1 时 ,有 
Go=0 和 Goi =0, 分 别 由 引 理 10.2.4 和 引 理 10.2.3 给 出 . 

当 m+s=2 时 , 除 Gzo=a 和 Gol=0 已 知 外 ,只 剩 下 Gai. 由 引 理 10.2.4， 
Gil = 0. 

当 m++s=3 时 , 除 Go =0 ( 引 理 10.2.4) 和 Gos =0 ( 引 理 10.2.3) 已 知 外 ， 
剩 下 G21 和 G12. 由 式 (10.2.10), Gz,1 = 0 ; 由 引 理 10.2.6, G1,2 =0. 


定理 10.2.2 方程 式 (10.2.2) 在 R{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 从 上 面 的 计算 已 经 看 出 , 当 m 十 s 较 小 时 , Gm,s 可 以 由 式 (10.2.10) 确 
定 . 当 m 十 s 很 大 时 , 假设 对 于 任何 整数 1,t > 0 使 得 1+t< m+s 一 1, Gi 都 已 
经 被 确定 . 用 数学 归纳 法 , 往 求 Gv,。 

当 m = 2 时, 因为 对 任何 整数 大 > 0, 十 (s 一 k) 二 s<2+s 一 1=s 二 1, 由 式 
(10.2.10) 的 第 一 式 , Gk。k (2 < k< s) 都 已 经 被 确定 , 从 而 对 任何 整数 m, s > 0， 
2++8 二 mm 十 s, G2,s 都 可 以 被 确定 . 
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当 mm > 3 时 , 因为 (m 一 2)+s < m+s 一 1 且 对 于 任何 整数 >>0, k 十 (s 一 
k++m 一 2) = s++m 一 2< m+s 一 1, 由 归纳 假设 Gm_2,。 和 所 有 Gk,s_k+m_2 
(m <k< s+m 一 2) 都 已 被 确定 . 从 而 , 由 式 (10.2.10) 的 第 二 式 , 所 有 Gn。 
(m 之 3, s 之 0) 都 可 以 被 确定 . 

因为 所 得 的 这 些 G,s 满足 方程 组 式 (10.2.7), 由 定理 10.2.1 知 , 方程 式 
(10.2.2) 在 RR{z,y} 中 有 一 个 解 . 考虑 到 求解 过 程 对 于 始 条 件 的 唯一 性 , 这 个 解 是 
仅 有 的 . 口 


为 了 求 出 方程 式 (10.2.2) 解 的 更 简单 的 正 项 和 表示 , 还 需要 探究 这 个 解 的 内 
在 结构 . 


引 理 10.2.8 对 任何 整数 m, s > 0, 如 果 m 十 s 三 1(mod 2), 则 Gm,s = 0. 


证 明 从 上 面 的 计算 已 经 看 出 , 当 mm 十 s 较 小 时 , Gs =0, m 才 s(mod 2). 

当 mm +s 较 大 时 , 假设 对 于 任何 整数 1,t > 0 如 果 1!+t< 和 mm+s 一 1 且 
m 关 s(mod 2), 则 Gi = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 对 任何 整数 m,s > 0, 只 要 
m 关 s(mod 2), 就 有 Gm,s = 0. 通过 上 面 的 一 些 引 理 , 我 们 可 只 讨论 m,s > 2 时 的 
情形 . 

当 m=2 时, 对 于 s>2,s 关 0(mod 2), 因为 对 于 任何 整数 k>0,k+(s 一 k) = 
s 三 0(mod 2), k++(s 一 k) = 二 s<2 二 s 一 1 = s 十 1, 用 归纳 假设 , Gk。k=0. 从 而 , 由 
式 (10.2.10) 的 第 一 式 , Fy,s =0, s 三 1(mod 2). 

当 m>3 时 ,因为 m+s=1(mod 2), (mm 一 2) 十 s 三 到 十 s(mod 2), kk 十 (s 一 k 十 
m-2)=s+m 一 2 三 m 十 s(mod 2), 故 由 (加 一 2) 十 s 王 和 十 s 一 2 入 各 十 s 一 1 和 
K+(s 一 k 十 m 一 2) = 二 s+m 一 2 < mm 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , G >,。= 0, Gk,s_k+m-2 二 
0. 由 式 (10.2.10) 的 第 二 式 , Gv,。= 0, 即 得 欲 证 的 结论 . 口 

求 方程 式 (10.2.2) 的 解 时 , 这 个 引 理 可 使 我 们 减少 一 半 的 工作 量 . 

引 理 10.2.9 对 任何 整数 m，s > 0, 如 果 m 十 s 三 0(mod 2), 则 Gm,s 与 妈 ， 
Yi (i 之 s 十 1) 无 关 . 

证 明 由 引 理 10.2.6 知 , 所 有 Gm,s 都 与 y 无 关 . 给 定 s > 2, 对 于 任何 整数 
m >2 和 向 量 ne ,有 

s=D ini (neZ:,i>0). 
i>1 
假若 存在 一 个 y; (i > s 十 1) 与 Gm,s 有 关 , 即 m > 1, 则 s>ini > (s+1). 这 个 矛 
盾 表 明 , 在 J,s 中 没有 一 个 向 量 含 n; > 0 (i > s+1), 即 得 欲 证 . 可 
这 个 引 理 告诉 我 们 , Gm,s 是 ys = (0,y2,y3,… ,ys) 的 函数 . 
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引 理 10.2.10 对 任何 整数 m, s > 0, 如 果 m++s 三 0 (mod 2), 则 Gm,s 是 y。 
的 至 多 s 次 多 项 式 . 


证 明 实际 上 , 就 是 证 明 , 对 于 任何 ne Jmns, 有 In|<s. 令 XH= {nju> 
0,inT = s}. 由 
max{Inlvn € H} =|sli|= s, 


Jims CH, 即 知 Gm,s 是 y 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 口 


结合 上 一 个 引 理 , 这 个 引 理 表明 , 对 于 任何 给 定 的 整数 m，s > 0, Gm,s 由 有 
限 项 组 成 . 


引 理 10.2.11 对 任何 整数 m, s > 0, Gw。E 及 + 他 } 当 且 仅 当 a eRj. 


证 明 ” 当 m 十 s 较 小 时 , 已 经 计算 出 Gm,. 并 且 , 已 经 看 出 Gm,s E R41{9)} 当 
且 仅 当 ae Ri. 

当 m 十 s 较 大 时 , 假设 对 于 任何 整数 1,t>0, 1+t<m+s-—1, Gut ER+{) 
当 且 仅 当 ae 尺 +. 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fs 满足 欲 证 的 结论 . 

在 式 (10.2.10) 的 基础 上 , 用 归纳 假设 、 引 理 10.2.1、 引 理 10.2.2 和 引 理 
10.2.7, 即 得 Gm,s 满足 欲 证 的 结论 . 口 


上 面 三 个 引 理 告 诉 我 们 , 对 于 任何 两 个 给 定 的 整数 m, s > 0, Gm,s 是 y。 的 
至 多 s 次 有 限 项 多 项 式 , 并 且 当 a € R} 时 , Fm,s € 入 + 


定理 10.2.3 令 如 为 方程 式 (10.2.2) 的 一 个 解 . 对 于 整数 m，s > 0, 记 
Cs = [名] (= Kms), 则 Km,s 有 如 下 有 限 正 项 和 表示 : 


abo。， s>0,m=0, 
0，mm=1,s>1, 或 s=1,m>1 或 s>0,m 关 s(mod 2) ， 
am! 
tl 
。 
Km,s= Kx s>2(s=0(mod 2)), m=2, 
k=2 


s=0, m= 2t,t>1, 


stm—2 


(m—1)Km-2,s+ > Kk,s—ktm—2Yk—mt+2; 


k=m 
m>3, s>2 (m=s(mod 2)). 
(10.2.12) 


证 明 由 定理 10.2.2, 知 Kms = Gms. 当 s 0, m==0 时 , 利用 式 (10.2.9). 
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当 m=1, s>1 或 s=1 m1 或 s>0,m 关 s(mod 2) 时 ,分 别 利用 引 理 
10.2.4、 引 理 10.2.6 或 引 理 10.2.8. 当 s= 0, m = 2t, t 之 1 时, 利用 引 理 10.2.5. 

当 s>2(s=0(mod 2)), m=2, 或 m>3,s>2, m=s(mod 2) 时 ,分别 利 
用 式 (10.2.10) 的 第 一 式 和 第 二 式 . 口 


继续 看 一 看 , 当 4 < m 十 s < 6 时 , 利用 式 (10.2.12) 如 何 求 Gn,s 的 值 . 


a4! 
当 m+s 二 4 时 ,因为 Fo 二 34 二 34, Fa 二 0, ,3 和 Fos 二 0, 只 需求 Fo2 
求 Fo 2. 由 
车 
F2= DF 2_kyk = Fz,0y2 = ay,, 
k=2 
得 F22 = ay2. 


当 m+s=5 时 ,由 m 关 s(mod 2), 得 Fm,s =0. 

当 mm 十 s=6 时 , 因为 Fao = 2 =150, Fs =0, hs ==0 和 Fo 二 0, 只 需 
求 Fa, Fa,s 和 Fs,2. 

求 甩 4. 由 


4 
F24= 及 = F22y2 + F31y3 + Faoya = (ay2)y2 + (3a)ya, 
k=2 
得 Fa = ay2 十 3aya. 
求 Fa,3. 由 


3+1 
Fss=2F1s+ DO Fstriye-1 = F3,1y2 + Fa,oys = 2y3+ (3a)ys, 
k=3 
得 Fy,3 = (34+2)ys. 
求 2. 由 
6—2 


Faz = 3F2,2+ > 及 eye- 三 3(ayz) 十 Roy2， 
k=4 


得 Fs = (3a+ 3a)y2 = 6ay2. 


例 10.2.1 在 曲面 上 , 无 桥 地 图 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 
分 类 . 所 谓 无 桥 , 是 指 没有 割 棱 . 若 在 方程 式 (10.2.1) 中 , 取 a = 1, 则 所 得 方程 的 
解 就 提供 了 这 类 地 图 的 根 同 构 类 数 . 

如 果 在 方程 式 (10.1.1) 中 删 去 y, 则 它 的 解 变 为 
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a, m=s=0, 
0，m==0, s 之 1, 或 m 关 s(mod 2), 或 m=1,s>0, 或 s=1,m>0, 
aml! 
mm =0,m=2t,t>1, 
Ce 2tt! 
D Gk,snyk, m=2, s>2, 
k=2 
s+m—2 站 
(m—1)Gm-2,s+ > Gk,s—ktm-2Yk—m+2, M3,s>1. 
k=m 


(10.2.13) 


这 与 式 (10.2.12) 一 致 . 
用 式 (10.2.13), 对 于 0< m+s<6, 求 Hn,s = Gms|_y 
以 顶点 剖 分 为 参数 的 曲面 无 桥 ( 割 棱 ) 地 图 的 根 同 构 类 的 分 布 . 
当 mm+s=0 时 ,只 有 忆 o=1. 
当 m+s=2 时 ,只 有 H20o=1. 
当 m+s=4 时 ,有 Hao=3, H2,2 = yo 
当 m+s=6 时 ,有 Heo=15, Ha2= 6y2, Ha = 3ys, H2,4 = 3+3y4. 
在 图 10.2.1 中 , 提供 了 两 条 棱 和 三 条 棱 的 无 桥 ( 割 棱 ) 地 图 的 根 同 构 类 . 


即 棱 数 (m 十 s)/2， 


图 10.2.1 无 桥 地 图 在 曲面 上 依 项 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 
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例如 , 2a 十 b=3= Ho, H2,2 二 yz( 未 在 图 中 画 出 ), 2c+3d+4e+3f 二 39 二 15 二 
Heo, 4h+i= 4y2+2y2 = 6y2 = Ha2, j+2k = Ys+2ys = 3ys = H3s, (+2m+n= 
好 +2ys+ya = 好 +3y4 = Ho2,a. 


10.3 ”曲面 无 环 型 


对 于 函数 fe R{z,2}, 讨论 方程 


了 = otof ,vile +t >), vly of 一 劳作 


flz=0=w=0 = 4, 


其 中 y= (yi,y2,ya,…), a bE R+. 

在 文献 [67](204 页 ) 中 的 方程 式 (7.4.8), 或 本 书 方程 式 (7.5.1) 的 第 一 式 , 是 
关于 一 个 二 元 函数 的 偏 微 分 方程 . 这 个 函数 与 曲面 上 无 环 地 图 根 同 构 分 类 有 关 ， 
方程 式 (10.3.1) 则 是 关于 无 限 个 变 元 的 函数 . 因为 同样 与 曲面 上 无 环 地 图 根 同 构 
分 类 有 关 , 而 且 两 者 源 自 同 一 个 无 限 集合 的 分 解 原理 , 故 也 称 这 个 介子 泛 函 方程 
为 曲面 无 环 型 的 . 


引 理 10.3.1 如 果 b 关 a, 则 方程 式 (10.3.1) 无 解 . 


证 明 因为 f 一 b 有 一 个 因子 z, 故 f 一 b 的 常数 项 天 一 b 只 能 为 0, 其 中 丽 
是 f 的 常数 项 . 这 就 导致 Fo = b. 然而 , 由 方程 式 (10.3.1) 的 始 条 件 , Fo = a. 因此 ， 
当 b 关 a 时 , 方程 式 (10.3.1) 无 解 . 口 


因此 , 下 面 凡 提 到 方程 式 (10.3.1), 均 指 b= a. 这 就 是 方程 


tat lt ) 


fls=0w=0 = a € R+. 


因为 feER{z,g), 故 f 由 Fn=6mf= [fjJ?*eR{y}(m >0) 确定 . 令 


oa=zf ol B= 12) (10.3.3) 


(10.3.1) 


(10.3.2) 
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则 因为 ,6 e RR{z,y}, 只 需要 确定 Am = ra (m0) 和 Bm = O67pB (m >0). 
为 此 , 先 要 找 出 它们 与 Fn (m > 0) 的 合适 关系 . 
对 于 任何 整数 m > 0， 


m= [fwd = [hv] = Fn vl 


通过 展开 介子 泛 函 , 即 得 


0, m=0, 
Am = Fn DO Fi Ne (10.3.4) 
iz1 


为 了 求 8, 需要 将 介子 下 的 部 分 展开 . 由 


of, fw dy of, 8f 
有 


且 Bo = Bi = 0, 对 于 任何 整数 m >2, 有 


~ [Dh] 
se) (er wl) 


= Di die. ! (10.3.5) 


iz1 


定理 10.3.1 在 RR{z,y} 上 关于 了 的 方程 式 (10.3.2), 与 在 RR{y} 上 关于 
Fm (m 之 0) 的 方程 组 


ly m=0, 
记 三 oD, Pi m= (10.3.6) 
Fm- 1》 及- Wt ia 22 
iz1 iz1 


等 价 . 


证 明 由 方程 (10.3.2) 的 第 一 式 和 式 (10.3.3), 知 = a+a+B. 从 而 , 对 于 
任何 整数 m > 0, 有 FF = abom 十 Am+ Bn. 
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当 m=0 时 ,由 ho= Bo=0 和 和 600=1, 有 后 =a, 这 就 是 方程 式 (10.3.2) 
的 始 条 件 . 
当 m=1 时, 从 式 (10.3.4), 知 


A1= Fo Fiy: 0 aD Fiy:. 


iz1 i>1 


从 式 (10.3.5), 知 


,OF OF 
B! = Di @ Fo=a= 强 =0) 


认 1 
=0. 


从 而 , 得 式 (10.3.6) 的 第 二 式 . 
当 m >2 时 , 用 式 (10.3.4) 和 式 (10.3.5), 即 得 式 (10.3.6) 的 第 三 式 . 
从 而 , 定理 的 结论 得 证 . 口 


因为 Fm (mm > 1) 都 是 无 限 和 , 这 给 直接 解 方程 组 式 (10.3.6) 带 来 了 困难 . 如 
何 引入 一 个 新 的 参数 s, 使 得 F,,s 成 为 有 限 和 , 就 是 下 面 要 讨论 的 . 

对 于 任何 整数 m >0 和 s 之 0, 令 Fn,s = [有 |i0w-, = [Fm];. 这 里 还 是 取 
5s 二 7(y), 或 r(n) =in', 其 中 , n 为 y 的 宕 向 量 . 因为 Fn € R{y}, 故 Fn,s € 
R{y|7(y) = s}. 

为 了 弄 清 Fm,。, 先 要 考察 Am,。 和 Bh,。. 

关于 Am,s, 由 式 (10.3.4) 的 第 一 式 , 对 于 任何 整数 s > 0, ho,s = 0, 所 以 只 需 
考虑 m > 1 时 的 情形 . 由 式 (10.3.4) 的 第 二 式 ， 


Am,s = [es Dn-), a [Dn], 


> [Ru (用 s-i>0=>i< s) 


=》 [PR VY (分 配 s 一 i 到 Fn-1 和 下) 
i=1 


s s-i 


= DD Fn oiiP ye (10.3.7) 


i=1 j=0 
引 理 10.3.2 对 于 任何 整数 m,s > 0, 如 果 忆 (r+t< m+s 一 1,7,t>0) 都 
已 经 得 到 , 则 4,。 就 被 确定 了 . 


证 明 由 式 (10.3.4) 即 可 看 出 . 口 
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关于 Bm,s, 因为 Bo = Bi = 0, 对 于 任何 整数 s > 0, Bo,s = Bi,s = 0, 故 只 需 
考虑 m > 2 时 的 情形 . 由 式 (10.3.5), 对 于 整数 s > 0， 


= [Din ea] 
-wn 
2 GE 


,OFm-_is- 
= i (10.3.8) 


s—i—l 
=] (用 s-i-120=>i<s-1) 


引 理 10.3.3 对 于 任何 整数 m,s > 0, 如 果 Fi (r+t< m+s 一 1,7,t>>0) 都 
已 经 得 到 , 则 Bs 就 被 确定 了 . 


证 明 由 式 (10.3.5) 即 可 看 出 . 口 


在 式 (10.3.7) 和 式 (10.3.8) 的 基础 上 , 对 于 整数 m > 1 从 Fn = Anm + Bm， 
即将 方程 组 式 (10.3.6) 变 为 


abo。 m=0, 
s 
ps = oD Pid m=1, 
Pt 
> 有 ls-i-jPi- tin? Fm le — tm>2. 
i1 j=0 
(10.3.9) 


在 此 基础 上 , 先 求 户 ,,, (m 十 s <3, m,s 之 0). 当 m+s=0 时 ,只 能 m=s=0 
由 式 (10.3.9) 的 第 一 式 , Fo,o = a. 

当 m+s=1 时 , 因为 Fo,1 =0, 只 剩 下 Fo. 由 式 (10.3.9) 的 第 二 式 , Fi,o =0 

当 m+s=2 时 , 有 Foz, Fi 和 Fo. 由 式 (10.3.9) 的 第 一 式 , Fo,2 = 0; 由 式 
(10.3.9) 的 第 三 式 , Fo = 0; 由 式 (10.3.9) 的 第 二 式 , 有 Fi = aFooyi = a?yi. 

当 mm 二 +s=3 时 , 有 Fo,s, Fz, Fz 和 0. 由 式 (10.3.9) 的 第 一 式 , Fo,s = 0; 
由 式 (10.3.9) 的 第 二 式 , 2 = Foiy 十 Fi,oyz = 0; 由 式 (10.3.9) 的 第 三 式 , F2,1 = 
FioFo oy =0, Fa3o=0. 


定理 10.3.2 方程 式 (10.3.2) 在 R{y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 首先 , 求 出 一 个 满足 式 (10.3.9) 的 解 , 从 而 由 定理 10.3.1, 即 得 方程 式 
(10.3.2) 的 一 个 解 . 
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根据 上 面 求 Fn,s 的 过 程 可 以 看 出 , 当 m 十 s < 3 时 , Fs 都 已 经 被 确定 . 对 
于 mm 上 +s>4 时 的 一 般 情 形 , 假设 玉 , (r+t< m+ 十 s 一 1, m,s 之 0) 都 已 被 确定 . 用 
数学 归纳 法 , 往 证 ,可 以 被 确定 . 

当 m=0 时 , 用 式 (10.3.9) 的 第 一 式 , s > 4 Fo,, = 0. 

当 m = 1 时 , 因为 对 于 任何 整数 1 <i<5, (i-1)+(s—i)j=s-1<s= 
(1+s) 一 1=m 十 s 一 1, 由 归纳 假设 , 用 式 (10.3.9) 的 第 二 式 , 即 得 五 ,。 

当 mm > 2 时 , 因为 对 于 1<igss 和 0<j<s-i,(m-1l)+(s—i-j)= 
mt+s—i—-j-1<M+s-i-l<m+s—2<m+s—1,(i—1)+ij<(i-1)+s—i= 
s 一 1 < m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , 在 式 (10.3.9) 的 第 三 式 中 的 第 一 项 求 和 就 被 确定 
了 . 由 于 (m 一 1)+(s 一 1)=m+s 一 2< m 十 一 1, 用 归纳 假设 , 在 式 (10.3.9) 的 
第 三 式 中 的 第 二 项 求 和 就 被 确定 了 . 从 而 , Fm,s 被 确定 了 . 由 m 和 s 的 任意 性 ， 
即 得 方程 组 式 (10.3.6) 的 一 组 解 . 由 定理 10.3.1， 即 得 方程 式 (10.3.2) 的 一 个 解 . 

考虑 到 方程 组 式 (10.3.9) 的 解 对 于 始 值 的 唯一 性 , 这 个 解 是 仅 有 的 . 口 


为 了 看 一 看 这 个 解 中 每 一 个 Fm,s 是 否 有 有 限 正 项 和 表示 , 还 需要 进一步 地 
了 解 其 内 在 结构 . 


引 理 10.3.4 对 于 任何 整数 s > 0, 有 


| 各 1 和 二 全 
Fo,s = (10.3.10) 
0 生 基于 
证 明 这 就 是 式 (10.3.9) 的 第 一 式 . 口 


由 这 个 引 理 , 我 们 可 以 只 讨论 m > 1 而 不 失 一 般 性 . 
引 理 10.3.5 对 于 任何 整数 m > 0, 有 


a, m=0, 
Fmo= { (10.3.11) 


0, mz>z1. 

证 明 由 引 理 10.3.4, 只 需 讨论 m > 1 时 的 情形 . 当 mm = 1 时 , 用 式 (10.3.9) 
的 第 二 式 , 知 五 o= 0. 当 m > 2 时 , 因为 式 (10.3.9) 的 第 三 式 中 的 两 个 和 式 都 为 
0, 故 Fm,o = 0. 口 

由 以 上 两 个 引 理 , 我 们 下 面 可 只 讨论 m > 1 和 s>1 时 的 情形 而 不 失 一 般 性 . 

引 理 10.3.6 对 于 任何 整数 m,s > 0, 只 要 mm 十 s 三 1(mod 2), 就 有 Fn,s = 0. 


证 明 当 m=0 时 ,由 引 理 10.3.4, 知 Fozt41=0 (t>0). 当 s=0 时 ,由 引 理 
10.3.5, 知 Fer10 = 二 0 (t>0). 当 mm 十 s < 3 时 , 从 已 算出 的 结果 , 可 以 验证 欲 证 的 
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结论 无 误 . 对 于 m 十 s > 4 时 的 一 般 情 形 , 假设 Fi =0, r+t 三 1(mod 2)(r+t< 
m+s 一 1, 7,t 之 0). 往 证 Fn,s =0, mm 二 s 三 1(mod 2). 

当 m=1 时 , 因为 1+s 三 1(mod 2) 坊 s 三 0(mod 2), 故 可 令 s=21 (1 > 1). 
由 式 (10.3.9) 的 第 二 式 , 从 (i 一 1)+(s-—ij=s 一 1 三 1(mod 2) 沪 s= 三 0(mod 2) 
和 s 一 1 < (1+s) 一 1, 根据 归纳 假设 , 对 于 任何 1 <i< s, 有 环 _1,s-i 二 0, 从 而 
hs= Fi2=0. 

当 m >2 时 , 用 式 (10.3.9) 的 第 三 式 .对 于 0<j<s-i,1<igs,((m-—1)+ 
(s—i-—j))+((i—l)+j)=m+s—2, m+s=1(mod 2)=>m+s—2=1(mod 2)= 
(mm 一 1)+(s 一 一 刀 三 1(mod 2), 即 (i-1)+j=1(mod 2). 由 于 (m 一 1)+(s 一 
i 站 < m+s 一 1 和 (i 一 1)+j < m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , Fm-_1,s-i-jR-1; = 0. 
这 就 导致 第 一 个 求 和 项 为 0. 又 因为 (m 一 1)+(s 一 1)=m+s 一 2, m 十 s 三 
l(mod 2) 污 (m-1)+(s 一 1) 三 1(mod 2) 和 (m 一 1)++(s 一 1) < m+ 十 s 一 1, 用 归纳 
假设 , Fm_1,s-1 = 0. 这 又 导致 第 二 个 求 和 项 为 0. 从 而 , Fm,s = 0. 口 

这 个 引 理 使 得 求解 的 工作 量 减少 了 一 半 . 下 面 还 可 进一步 减少 工作 量 . 

引 理 10.3.7 对 于 任何 整数 m,s > 0, 只 要 s < m 一 1, 就 有 Fm,s = 0. 

证 明 已 经 知道 , 当 m= 1 时 , io=0, 当 m=2 时 , Fzo = 1 二 0. 对 于 任 
何 整数 m>3, 假 设 Fo= Fi=…=Fr-i1=0(0<r<m-1). 

用 数学 归纳 法 , 往 证 Fo = Fm ==…=Fnm-1=0, 即 了 ns=0(s<m-1). 
当 m > 3 时 ,用 式 (10.3.9) 的 第 三 式 .由 m 一 s 之 1, 对 于 任何 0<j<s-i,1<igs, 
有 

(m—1)—(s—i-j)=m—st+i+i—1>i+ 
用 归纳 假设 , Ps ij =0 (0<j<s-i, 1<i<s). 从而， 


DD =0. 

i=1 j=0 
这 就 是 式 (10.3.9) 的 第 三 式 中 第 一 个 求 和 项 . 用 归纳 假设 , Fm-1,s-1 = 0, 从 而 式 
(10.3.9) 的 第 三 式 中 第 二 个 求 和 项 为 0. 由 此 即 得 Fs =0 (m 一 s > 1). 口 


在 引 理 10.3.6 的 基础 上 , 这 个 引 理 又 进一步 减少 了 求 F,。 (ms >0) 近 半 的 
工作 量 . 
引 理 10.3.8 对 于 任何 整数 m,s > 0, Fm,s 与 (1 > s 十 1) 无 关 . 


证 明 当 m+s< 3 时, 从 已 经 得 到 的 结果 可 以 看 出 , 这 时 所 有 Fs。 都 至 多 
与 有 关 . 
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对 于 m 十 s 4 时 的 一 般 情 形 , 假设 ,i (r+t < m+ 十 s 一 1, mt>0) 都 至 多 与 
Wr 有 关 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fm,。 至 多 与 y。 有 关 . 

当 m=0 时 , 由 始 条 件 即 知 , 这 种 情形 不 足 道 . 当 m = 1 时 , 利用 式 (10.3.9) 
的 第 二 式 . 因为 对 于 任何 1<i<s, (i 一 1)+(s 一 让 =s 一 1< (1+s) 一 1=s, 由 归 
纳 假设 , 所 有 及 -1,。-; 至 多 与 y,_1 有 关 . 但 在 


s 
hs,= aD Faiys 
i=1 


中 有 ys, 即 得 五,。 至 多 与 y,。 有 关 . 

当 m > 2 时 , 利用 式 (10.3.9) 的 第 三 式 . 因为 (m 一 1)+(s 一 i 一 j) =m+s 一 
i-j 一 1&<m+s 一 1 和 (i-1)+j<< (i-1) 二 (s 一 让 =s 一 1 < m 十 s 一 1, 由 归纳 假 
设 , 在 Fm,s 的 第 一 个 求 和 项 


Ss si 


DD = Fn iP sy 


1 j=0 


中 , 每 个 y; 的 系数 都 至 多 与 y 有 关 . 在 这 些 y; 中 , 下 标 最 大 的 为 y,. 从 而 , 马 至 
多 与 ys。 有 关 . 由 于 (m 一 1)+(s 一 1)=m+s 一 2 < m 十 8 一 1, 用 归纳 假设 , Fm_1,s_1 
至 多 与 y,_1 有 关 , 所 以 


la 1 至 多 与 ys-1 有 关 ， 当 i 关 8 一 1 时 ， 
Yi ys 有 关 ， 当 i=s 一 1 时. 


从 而 , Fm,s 的 第 二 个 求 和 项 
2 = + Em Le 


至 多 与 y, 有 关 . 由 此 , Fm,s = 马 十 了 2 至 多 与 ys 有关 . 这 就 是 所 要 证 明 的 . 口 


这 个 引 理 告诉 我 们 , 对 于 任何 两 个 给 定 的 整数 m,s > 0, 忆 ,,。 至 多 是 一 个 s 
变量 ys = (y1,y2,… ,ys) 的 函数 . 


引 理 10.3.9 对 于 任何 整数 m,s > 0, Fs 是 y 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 


证 明 当 m+s < 3 时 , 从 已 经 得 到 的 结果 可 以 看 出 , 这 时 所 有 Fs 都 是 y 
的 至 多 s 次 多 项 式 . 

对 于 m 十 s 之 4 时 的 一 般 情 形 , 假设 Ft (r+t< m++s 一 1, mt>0) 都 是 y 的 
至 多 上 次 多 项 式 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fs 是 y 的 至 多 s 次 多 项 式 . 
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当 m=0 时 , 由 始 条 件 即 知 , 这 种 情形 不 足 道 . 当 m = 1 时 , 利用 式 (10.3.9) 
的 第 二 式 . 因为 对 于 任何 1 <i< s, (i 一 1)+(s 一 i)j=s 一 1< (1+s) 一 1=s, 由 归 
纳 假设 , 所 有 环 _1,。_; 是 y 的 至 多 s 一 1 次 多 项 式 . 但 在 


Fs =0a) 及- 种 
i=]1 


中 有 y, 即 得 瓦 ,。 是 y 的 至 多 s 次 多 项 式 . 

当 m > 2 时 , 利用 式 (10.3.9) 的 第 三 式 . 因为 (m 一 1)+(s-i-j)=m+s 一 
1 一 7 一 1 乏 和 十 5 一 1 (i 一 1)++j < (i-1)+(s 一 让 =s 一 1< m+s 一 1, 由 归纳 假设 ， 
在 Fm,s 的 第 一 个 求 和 项 


Ss s-i 


D1= DD Fn-iiF ys 


i=1 j=0 
中 , 每 个 y; 的 系数 都 是 y 的 至 多 s 一 1 次 多 项 式 . 在 这 些 y; 中 , 使 各 项 添加 1 次 . 
从 而 , 名 是 y 的 至 多 s 一 1 次 多 项 式 .由 于 (mm 一 1)+(s-1)=m+s-2<m+s1, 
用 归纳 假设 , 局 ,_1,s_1 是 y 的 至 多 s 一 1 次 多 项 式 , 所 以 第 二 个 求 和 项 


s—1 
并 2 = 
是 y 的 至 多 s 次 多 项 式 . 由 此 , Fm,s = D1 十 2 是 y 的 至 多 s 次 多 项 式 . 即 得 
引 理 . 口 


这 个 引 理 与 引 理 10.3.8 一 起 表明 , 对 于 任何 两 个 给 定 的 整数 ms > 0, Fm,。 
是 一 个 s 变量 y。 = (yi,y2，,… ,ys) 的 至 多 s 次 多 项 式 . 


引 理 10.3.10 对 于 任何 整数 m,s > 0, Fs E Ry{y} 当 且 仅 当 ae 尺 +， 


证 明 由 方程 式 (10.3.2) 的 始 条 件 , 知 ce RR}. 这 就 是 必要 性 . 反之 , 从 
a E RR}, 按照 式 (10.3.9), 从 已 经 推算 的 结果 可 以 看 出 , 当 m 十 s < 3 时 , 所 有 
Fnas ER+{Y}. 

对 于 m 十 s >>4 时 的 一 般 情形 , 假设 FE Ri{y}(r+t< m+s—1, 7,t>0). 
用 数学 归纳 法 , 往 证 Fs € RR;{y}. 

当 m=0 时 , 由 始 条 件 即 知 , 这 种 情形 不 足 道 . 当 m = 1 时 , 利用 式 (10.3.9) 
的 第 二 式 . 因为 对 于 任何 1<i<s,(-1)+(s-i=s-1<(1I+s)-1=s, 由 归 
纳 假设 , 所 有 -1,。_; € RR+{y}. 从 而 ， 


s 
hs= ao Fi_1e-iyi € R+{Y}- 


i=1 
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当 m > 2 时 , 利用 式 (10.3.9) 的 第 三 式 . 因为 (mm 一 1)+(s 一 ?一 刀 =mm 二 s 一 
i-j-1<mt+s-—l, (i-l)+j<(i-1)+(s 一 人 =s 一 1<m+s 一 1, 由 归纳 假设 ， 
在 Fn,s 的 第 一 个 求 和 项 


si 


D1= Sp, 1,s—i—j Fi Yi 


i=1 j=0 
中 , 每 个 y; 的 系数 都 属于 有 R4{y}. 从 而 , 马 < RL{9y)}. 由 于 (m 一 1)+(s 一 1)= 
m 十 s 一 2 < m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , Fm_1,s_1 € RR+{y}, 可 知 第 二 个 求 和 项 


8 一 1 


OFm-_1s 
Z2= + jin ERR+ ty 上 


i=l 


由 此 , Fm,s = 妃 十 22 ERR+4{}. 这 就 得 到 了 充分 性 . 口 
这 个 引 理 与 定理 10.3.2 一 起 , 为 方程 式 (10.3.2) 解 的 正 项 和 表示 提供 了 理论 
根据 . 
定理 10.3.3 令 fm 为 方程 式 (10.3.2) 的 解 . 对 于 任何 整数 m,s > 0, 记 
Nms 二 6 f", 则 Nm,s 有 如 下 正 项 和 表示 : 
0 名 二 =0 
0， m=0,s>1, 或 m>1,s=0, 
或 内 +s 三 1(mod 2), 或 s<m-1， 


5 
Nms=) ay Nu， 下 =1s=21(>1)， (10.3.12) 
Nip wt inn? i 
i=1 j=0 


m>2, m=s(mod 2),s>m. 


证 明 当 m=s=0 时, 用 式 (10.3.10). 当 m=0,s>1, 或 m>1,s=0, 或 
m+s 三 1(mod 2), 或 s 和 mm 一 1 时 , 分别 用 式 (10.3.10)、 式 (10.3.11)、 引 理 10.3.6 
或 引 理 10.3.7. 当 m=1, s=21 (1>1) 时 , 用 式 (10.3.9) 的 第 二 式 . 对 于 最 后 一 种 
情况 , 用 式 (10.3.9) 的 第 三 式 . 口 


由 定理 10.3.2 可 知 , 对 于 任何 整数 m,s > 0, Nm,s = Fs. 用 定理 10.3.3, 继 
续 求 Fn,s (4 < m 十 s < 6). 因为 当 m+s = 二 5 时 , ,=0, 故 只 需 考虑 m+s = 二 4 
和 m+s=6. 

当 m+s= 二 4 时 , 因为 Fo = ,1 = Fo =0, 故 内需 考虑 所 3 和 下 2. 
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求 瓦 3. 由 式 (10.3.12) 的 第 三 式 ， 
3 
Fis= a), Fi_1,3-i= Fo2yi + Fi1y2 + Fo,0ys = Fi1y2. 


i=l 


由 1 =a2y, 有 Fs = a?yiy2. 
求 及 > 由 式 (10.3.12) 的 第 四 式 ， 


2 2-i 


及?=》 》 及 -ii 五 - + 


i=1 j=0 


先 求 第 一 个 和 号 . 对 i 将 它 展 开 , 得 


1 
DF = (Fi1+ Fo)y = Fiay = ay 


j=0 


再 求 第 二 个 和 号 . 因为 只 有 i= 1， 


所 以 Fa = a?(y? +y2). 
当 m 十 s =6 时 , 因为 fo = 1 = Faz = Fo,e = 0, 故 只 需 考虑 五,s 和 
1 Fy,3 . 
求 五 5. 用 式 (10.3.12) 的 第 三 式 , 得 


5 
hs= aD, Fi_1s-iyi 


i=]1 
= Foayi t+ Fi,ay2 + Fa.2Y3+ Fs3,1Y4 + Fa,oys 
= Fi1,3y2 + Fo,2ys. 
由 3 = a2yiyz 以 及 忆 2 = a2(y2 十 yo), 有 Fis = a2y1y2 + a?(Yy?ys + yoy3) = 


a (ny + yy + Yay). 
求 忆 4. 由 式 (10.3.12) 的 第 四 式 ， 


4 4-i 


及 =》 》 Fa 有 wnt Dn 


i=1 j=0 


先 求 第 一 项 和 式 , 记 为 马 . 因为 y 和 ys 的 系数 是 0, 所 以 


3 2 
已: = DD Fs-jFojy + 2 PasFis 
j=0 j= 


= FisFoo + FiFiy = (1 + a)a yey2. 
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再 求 第 二 项 和 式 , 记 为 区 2. 因为 在 Fi, 中 不 含 ys, 所 以 有 
os ,gy oFs 
Oy Do 
=Y2(ay2) +2ya(ay) = a (2y1ys +y2). 
从 而 , Fz,4 = a?(2y1ys + 92)+ (1+a)a3y?y2. 
求 .3. 由 式 (10.3.12) 的 第 四 式 ， 


3 3-i 


Fas= DF i-jFi_1iYi + 


i1 j=0 


先 求 第 一 项 和 式 , 记 为 人 1. 因为 ys 的 系数 是 0, 所 以 有 


驴 = 


2 和 
hi = FaasFosy t+) Faasy 
j=0 j=0 


=F2Fo0y+1= a (y+y). 
再 求 第 二 项 和 式 , 记 为 4?. 因为 已 知 Fz = a2( 妈 十 加 ), 所 以 
oF, FF2， 2 OOF,» 
Oy Oy 
= ya(2a2y) +2ys(a?) = 2a’ (yy2 + ys)- 
从 而 , Fa,3 = a3y(y? +y2)+2a? (yy2 + ya) = oY? +a?(2+a)yiy2 + 2a2ys. 


例 10.3.1 在 曲面 上 , 无 环 地 图 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 
分 类 . 在 方程 式 (10.3.2) 中 , 取 a = 1, 则 有 


of 
f=1te ve try hy vy es vy . 
flz=0=w=0 = 1- 
这 就 是 曲面 无 环 地 图 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 分 类 的 方程 . 在 
它 的 解 fe R{z,Yy} 中 , 项 zmgy"(r(n) = s) 的 系数 丽 ,。 就 是 根 点 次 为 m、 半 度 
为 s 的 根 同 构 类 数 即 点 剖 分 向 量 的 分 布 . 方程 式 (10.3.13) 是 从 文献 [68](202~203 
页 ) 提供 的 分 解 原理 中 提取 出 来 的 . 
例如 , 前 面 已 经 得 到 Fi = a2yi, Fis = a2yiyz, Fy2 = az( 好 二 2) 和 Fis = 
a2 (yy2 + ys + Yay), Fa,s = a?(2y1ys +Y2)+ (1+a)a3y?ya, Fa,s = a3y? +a?(2+ 
Q)yiyz 二 2a2ys. 取 a=1, 即 得 到 1 = 页 = 加 gj 和 所 s ==y93 十 YYys 十 Yays. 
在 图 10.3.1 中 , 页: = yiys = 0， 瓦 。= 多 (= a) +yp(=). 这 两 个 是 两 条 楼 的 情 
形 ; Fs =d+cte=h+yy+ yy Ba =2d+2+fe=2yy+2yys+ 和 
局 ,s = 二 3e 十 (9g 十 h) = 3yiyz 十 2ys. 这 三 个 是 三 条 棱 的 情形 . 


2=Y 


(10.3.13) 
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图 10.3.1 无 环 地 图 在 曲面 上 依 项 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 


10.4 曲面 Euler 型 


在 文献 [67](142 页 ) 中 , 可 以 看 到 方程 


Og 
| 27 573 =—b+(1—z?)g—z? L VY 6z2,y29|, 22) 


glz=0w=0 = a, 


(10.4.1) 


其 中 a, beZ+ CRi. 
引 理 10.4.1 如 果 b 头 a, 则 方程 式 (10.4.1) 无 解 . 


证 明 设 9 的 常数 项 为 Go. 因为 方程 式 (10.4.1) 左 端 有 因子 r, 即 常数 项 为 
0, 右 端的 常数 项 为 -b 十 Go, 则 Go 一 ?= 0, 即 Go =b. 然而 , 由 始 条 件 , Go = a. 因 
此 , 当 b 关 a 时 , 方程 式 (10.4.1) 无 解 . 口 


因此 , 下 面 凡 提 到 方程 式 (10.4.1), 都 有 b= a. 
为 了 便于 处 理 , 需要 先 对 方程 式 (10.4.1) 作 等 价 变换 , 使 得 9 本 身 在 等 号 一 
端 , 而 其 他 项 全 在 另 一 端 . 这 就 是 


Og 
i 3 4 2 ( 25 
| 9 一 0 十 72g 十 2 十 fs 2,y29| =z21 (10.49) 


glz=0w=0 = 0, 
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其 中 a eZ CCR. 

由 引 理 10.4.1 知 , 方程 式 (10.4.1) 与 方程 式 (10.4.2) 在 RR{z,y} 上 等 价 . 因 
而 , 我 们 总 是 讨论 方程 式 (10.4.2), 而 不 必 讨 论 方程 式 (10.4.1). 

从 方程 式 (10.4.2) 可 以 看 出 , 9 是 z 的 偶 函 数 . 其 理由 是 , 在 这 个 方程 中 的 各 
项 系数 中 没有 z 的 奇 次 方 . 因此 , 我 们 可 将 9 视 为 z? 的 函数 . 

9 由 无 限 集 {Gm| Gm = [gj2,0 和 meZ+} 确定 , 其 中 [g]" = 0%g, 或 者 说 ， 
在 9 中 z?m 项 的 系数 . 

对 于 任何 整数 i> 0, 令 G4 = [2 ],。， 则 由 


Ogli 
2 一 二 一 
Or? 1z? Gi 
有 
Gn = (m+1)Gm+t, (10.4.3) 
其 中 整数 m > 0. 


引 理 10.4.2 ”如果 对 于 整数 0 < i < 1, GisR+{y}, 则 对 于 整数 0< j< 1 一 1， 
G; ER 


证 明 因为 CeR+f{y} 已 经 被 确定 , 用 式 (10.4.3), G1_1 = LG 从 而 G1_， 
也 被 确定 . 这 就 得 欲 证 的 结论 . 口 


令 65= 6z2,w2g| 对 于 整数 m > 0, An = [9]", 则 对 于 任何 整数 i > 0， 


u=22) 


a 

:2 CN 

Bap = 
D2—y = 


当 i=0 时 , 其 值 规定 为 0, 有 


0, m= 0, 
An= 5 Gp-mD, m1 (10.4.4) 
izm+1 
车 记 hm = PAm, 则 对 于 m >1, 有 
y 
Am= >》 Giytim)- (10.4.5) 


这 mm 十 1 


引 理 10.4.3 函数 g 与 所 有 yoi (L > 0) 无 关 . 
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证 明 ”从 方程 式 (10.4.2) 可 以 看 出 , 所 有 3 均 由 一 个 y 的 函数 产生 . 因为 这 
个 y 的 函数 由 z 的 函数 9 产生 , 且 g 是 z 的 偶 函 数 , 所 以 这 个 y 的 函数 也 是 偶 
函数 . 如 式 (10.4.5) 所 示 , 通过 介子 泛 函 不 可 能 在 g 中 产生 yzi+1 (> 0). 从 而 , 即 
得 欲 证 的 结论 . 口 
这 就 意味 着 , g 是 一 个 只 与 y = (0,y2,0,ys,…) = (加 ,W,y6,…:) 有 关 的 的 
偶 函数 . 从 而 , 对 于 任何 m > 0,， Gm 都 只 是 这 种 y 的 函数 . 由 式 (10.4.4) 可 以 看 
出 , 只 用 与 > 有 关 的 参数 不 足以 确定 g. 还 必须 引进 与 y 有 关 的 一 个 或 一 些 参数 ， 
对 于 任何 整数 m > 0 记 .Jr = {nln 为 Gm 中 3 的 一 个 寡 向 量 }. 对 任何 整 
数 s>0, 令 s=7(n)/2, 其 中 rp)= 识 7. 记 Jos= {nneJn, 7(n)=s), 则 有 


而 三 (10.4.6) 
s>0 

对 于 任何 两 个 整数 m，s > 0, 令 Gm,s = Gm|i(wyy2-。， 也 就 是 Gm 中 所 有 项 色 
(r(n)/2= s) 组 成 的 部 分 . 由 式 (10.4.6), 知 


ee SM (10.4.7) 


s>0 


由 式 (10.4.5), 对 于 任何 整数 s > 0, 有 


Ams= 》 Gis-itmyati-m) (用 s-itm>0) 
izm+1 

s+m 

> Gis-itmbali-m) (用 j=i-m 代替 i) 


i=m+1 


me DGjitmsiy20)- (10.4.8) 
j=1 
引 理 10.4.4 给 定 两 个 整数 m，s > 0. 如 果 对 于 任何 整数 7, t > 0, r+t< 
m 十 s, 所 有 Gt 已 经 被 确定 , 则 Am,s 就 随 之 被 确定 . 


ll 


证 明 因为 对 于 任何 整数 1< j < s, 都 有 (j 二 m) 十 (s 一 让 =m++s, 可 见 
Gjtms-j 由 Gre (r+t<m 十 s, 7,t 之 0) 确定 . 根据 式 (10.4.8), Am,s 就 随 之 被 
确定 . 口 


在 方程 式 (10.4.2) 的 基础 上 , 由 式 (10.4.3) 和 式 (10.4.5), 即 可 导出 关于 
Gm (m > 0) 的 一 个 无 限 方程 组 . 
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定理 10.4.1 关于 ge R{z,y} 的 方程 式 (10.4.2) 与 关于 Gm € R{y}(m > 0) 
的 方程 组 


a, m= 0, 


a+》 Gagoa， m=1, 


认 1 


(10.4.9) 
(2m 一 1)Gm -1 十 DGiyati_m+y, m2>2 


izm 
等 价 . 
证 明 当 m=0 时 , 从 方程 (10.4.2) 的 第 一 式 , 可 以 看 出 z| (g 一 a). 这 意味 着 
Go =a. 又 g|,_ow-o = Go 这 就 是 方程 式 (10.4.2) 的 始 条 件 . 
当 m=1 时 , 由 方程 式 (10.4.2) 的 第 一 式 , 有 
G1=Go+ho (用 Go=a 和 式 (10.4.5) ) 
=4+D Givi). 


iz1 
这 就 是 方程 组 (10.4.9) 的 第 二 式 . 
当 m >2 时 , 由 方程 式 (10.4.2) 的 第 一 式 , 有 


Or? 2 
=Gn-i+2m-DGn-i+[ 人 sewgl ss] 


=(2m—1)Gm-i+ DGiyati_m+y: 


izm 


enon tol] + [roa 
了 一 1 


z2 


这 就 是 方程 组 (10.4.9) 的 第 三 式 . 
综 上 所 述 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


由 这 个 方程 , 看 起 来 目前 还 不 宜 直 接 求 出 G。, (m > 0), 只 能 考虑 Gm,s (m, s > 
0). 先 看 一 看 当 m 或 较 小 时 的 情况 . 


引 理 10.4.5 对 于 任何 整数 s > 0, 有 
， 5 三 0, 
Go。 -| (10.4.10) 
0 dl 


证 明 基于 定理 10.4.1, 利用 式 (10.4.9) 的 第 一 式 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
由 这 个 引 理 , 我 们 以 后 可 只 讨论 m > 1 而 不 失 一 般 性 . 


第 10 章 曲面 型 介子 方程 413 


引 理 10.4.6 对 于 任何 整数 m > 0, 有 


G pe We 10.4.11 
m0 二 em, ey (10.4.11) 
证 明 当 m=0 时, 由 引 理 10.4.5, 得 式 (10.4.11) 的 第 一 式 . 当 m=1 时 ,由 
式 (10.4.9), 有 Gio =a. 对 于 m > 2 时 的 一 般 情 形 , 我 们 假设 已 经 得 到 
a(2m 一 2)! 
2m-1(m—1) 
用 数学 归纳 法 , 往 求 Gm,o. 由 式 (10.4.9) 的 第 三 式 , 以 及 


[Dee-mso] =0, 


izm 


Gm-10= 


就 得 到 
2m—2)! 2m)! 
Goo= Cm-DGn -io (om 了 人 一 全 人 
这 就 是 所 要 证 明 的 结论 . 口 


上 面 两 个 引 理 告诉 我 们 , 下 面 只 讨论 m，s > 1 时 的 情形 就 够 了 . 根据 式 
(10.4.9), 对 于 任何 整数 m,s > 1, 有 


3 


Go = DGis-iy0), m= 1, 


记 1 i=1 


(2m—1)Gm-_1,s+ > Gis-itm-1Ya(i-m+1) 
Em 
Cn 一 十 mm 一 1 


= (2m— 1)Gm-i+ > Gis-itm-1Y2(i-m+1) 
st 


= (2m— 1)Gm-1s + Gitms-i-1y20+1) m>1. 
j=0 


即 


DGis-ivyza), m=1, 
全 pe (10.4.12) 
(2m— DGm-1s t+ DGitms-i-1y20+1), m>1. 
j=0 
现在 , 拟 按照 m++s 逐一 增加 的 顺序 , 从 G1,1 开始 , 先 尝试 求 Gm,s (2 < 
m+s<3, m, s>1). 
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当 mm 十 s 二 2 时 , 因为 G20 = 3a ( 引 理 10.4.6), Goz = 0 ( 引 理 10.4.5), 故 只 
需求 G11. 由 式 (10.4.12) 的 第 一 式 ， 


G11= Gio0y2 = ay2, 


即 得 G1 = Qy2. 

当 m++s=3 时 , 因为 Gaso=15a( 引 理 10.4.6), Gos = 0( 引 理 10.4.5), 故 只 需 
求 G21 和 G1i2: 

求 Gz1. 由 式 (10.4.12) 的 第 二 式 ， 


G21 = 3G11+ G2,0Y2 = 3ay2 + 3ay2, 


即 得 G21 = 6ay2. 
求 G12. 由 式 (10.4.12) 的 第 一 式 ， 


G12 = Giiy2 + G20 = ay? + 3aya, 
即 得 G12 = ay3 + 3aya. 
定理 10.4.2 方程 式 (10.4.2) 在 RR{z,y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 当 m+s< 3 时, 前面 已 经 确定 了 Gm,s. 这 里 只 讨论 mm+s 关 4 时 的 一 
般 情形 . 令 m 十 s =n > 4, 假设 对 于 任何 整数 7,t>1, 当 r+t<n 一 1 时, Ge 已 
经 求 出 . 用 数学 归纳 法 , 通过 式 (10.4.12), 往 求 Gs = Gmn_m. 

当 m=1 时 , G1,s = Gin-1. 由 式 (10.4.12) 的 第 一 式 ， 


n-l 


Gin-1 mw > Gin -ie 

i=1 
因为 对 于 任何 整数 1 < i<n 一 1, i 十 (n 一 1 一 让 =n 一 1<n 一 1, 用 归纳 假设 , 所 有 
Gimn-1-i 已 经 给 出 . 从 而 , 即 可 求 出 G1,n_1. 

当 m>2 时 , Gm,s = Gmn-m. 由 式 (10.4.12) 的 第 二 式 ， 
n—m—l 
Gmn-m = (2m— 1)Gm-_in_m+ > Gjypmn—m—i—19(441): 
j=0 

因为 (m 一 了 +(n 一 m) =n 一 1<n 一 1, 由 归纳 假设 , Gm_1n_m 已 经 给 出 , 从 而 
第 一 项 可 以 求 出 . 又 对 于 任何 整数 0<j<n-m-1,(j+m)+(n-m-j 一 1)= 
n 一 1 < n 一 1, 用 归纳 假设 , 所 有 Gjimn_m-_j-1 已 经 给 出 . 从 而 , 第 二 项 也 可 以 求 
出 . 这 就 导致 Gmn-_m = Gm,s 可 以 求 出 . 
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由 的 任意 性 , 对 于 任何 整数 m > 0， 


Gm= Gm ER{Yy} (s=n—m) 
s>0 
都 可 以 求 出 . 由 定理 10.4.1, 所 有 这 些 Gw。 导出 方程 式 (10.4.2) 的 一 个 解 . 
考虑 到 这 个 解 在 RR{z,y} 中 对 于 始 值 的 唯一 性 , 方程 式 (10.4.2) 的 解 只 
有 它 . 口 


下 面 , 再 进一步 考察 Cn,。(m, s > 0) 的 一 些 结构 性 质 . 
引 理 10.4.7 对 于 任何 整数 m，s > 0, Gm,s 仅 与 wi (1 < i< s) 有 关 . 


证 明 由 引 理 10.4.3, 可 知 Gm,s 只 与 yai (i > 0) 有 关 . 这 里 只 需 证 明 i < s. 

对 于 m 十 s < 3, 容易 验证 i < s. 对 于 m 十 s > 4 的 一 般 情形 , 可 以 假设 , 只 
要 7 十 t< mm 十 s 一 1, Grt 就 仅 与 yi (i < t) 有 关 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Gm,s 只 与 
Woi (i< s) 有 关 . 

在 式 (10.4.12) 的 基础 上 , 当 mm = 1 时 , 因为 对 于 任何 整数 1 < i < s, i+(s 一 
让 =s< m++s 一 1 由 归纳 假设 , G;,_; 至 多 与 ys_; 有 关 . 因为 i>1, 故 Gi;s-i 至 
多 与 yo(s_1) 有 关 . 考虑 到 i < s, yoi 至 多 为 yo。. 从 而 , 用 式 (10.4.12) 的 第 一 式 ， 
Gs 至 多 与 Y2s 有 关 . 

当 mm 之 2 时 , 利用 式 (10.4.12) 的 第 二 式 . 因为 (m 一 1) 二 s < m 十 s 一 1, 用 归纳 
假设 , 已 经 知道 Gm_1,s 至 多 与 yp。 有 关 . 第 一 项 不 必 考 虑 . 在 第 二 项 中 , 因为 对 于 
任何 整数 0<j<s 一 1, (j++m) 十 (s 一 j 一 1) < m 十 s 一 1 用 归纳 假设 , GiHms-i-1 
至 多 与 yz(s_j-1) 有 关 . 因为 了 > 0, 故 所 有 Gjim,s_j-1 至 多 与 yo(s_1) 有 关 . 再 考 
虑 到 j < s 一 1, yz(j+1) 至 多 为 yp。. 从 而 , 第 二 项 也 至 多 与 yo。 有关. 

综 上 所 述 , 就 得 到 了 和 欲 证 的 结论 . 口 


这 个 引 理 告诉 我 们 , 对 于 任何 给 定 的 整数 m 和 s, Gm,s 只 是 s 个 变 元 yz 的 
一 个 函数 . 注意 : s 不 依赖 m. 由 此 可 见 , 可 以 按 s 由 小 到 大 的 次 序 进行 求 Gm,。… 


引 理 10.4.8 对 于 任何 整数 m，s > 0, Gm,s 是 yas 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 


证 明 对 于 m 十 s < 3, 容易 验证 Gm,s 是 yos 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 对 于 
m 十 8 之 4 时 的 一 般 情形 , 可 以 假设 Gi (7+t< m+s 一 1) 就 是 yzt 的 一 个 至 多 
次 多 项 式 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Gm,s 是 yzs 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 

在 式 (10.4.12) 的 基础 上 , 当 m = 1 时 , 因为 对 于 任何 整数 1 < i< s, i+(s 一 
让 =s< m+s 一 1, 由 归纳 假设 , Ci。; 为 yz(s-i) 的 一 个 至 多 s 一 i 次 多 项 式 . 因为 
i 之 1, Gi,s_i 至 多 是 yz(s_1) 的 一 个 s 一 1 次 多 项 式 . 考虑 到 yo; (i < s) 至 多 为 ya。 


416 组 合适 函 方程 论 


的 一 个 s 次 多 项 式 , 从 而 , 用 式 (10.4.12) 的 第 一 式 , G1,s 至 多 是 yzs 的 一 个 s 次 
多 项 式 . 

当 m > 2 时 , 利用 式 (10.4.12) 的 第 二 式 . 因为 (m 一 1)+s < m++s 一 1, 用 归 
纳 假设 , 已 经 知道 Gm_1,s 为 yz。 的 至 多 s 次 多 项 式 . 第 一 项 不 必 考 虑 . 在 第 二 
项 中 , 因为 对 于 任何 整数 0< j < s 一 1, (j 十 m) 十 (s 一 j 一 1) < m+s 一 1, 用 归纳 
假设 , Gj4m,s-j-1 是 yzs_j-1 的 一 个 至 多 s 一 j 一 1 次 多 项 式 . 因为 了 > 0, 故 所 有 
Gjtm,s-ij-1 至 多 是 yz(s_1) 的 一 个 s 一 1 次 多 项 式 . 再 考虑 到 j < s 一 1, 它 也 至 多 
为 yzs 的 一 个 s 次 多 项 式 . 从 而 , 第 二 项 也 至 多 是 ya 的 一 个 s 次 多 项 式 . 

综 上 所 述 , 就 得 欲 证 的 结论 . 口 


这 个 引 理 连同 上 一 个 引 理 表明 , 对 于 任何 两 个 给 定 的 整数 m, n >0, Gm,s 都 
只 是 有 限 个 未 定 元 的 一 个 多 项 式 . 从 理论 上 , 这 保证 了 求解 过 程 的 可 实现 性 . 


引 理 10.4.9 对 于 任何 整数 m, s > 0, Gm,s € 和 +{9y} 当 且 仅 当 a € Rj}. 


证 明 如 果 对 于 任何 整数 m, s> 0 Gm,s ER4{ 引 } 但 ag Ry, 则 Goo=a， 
这 与 方程 式 (10.4.2) 始 条 件 中 的 ae {RR}; 矛盾 . 从 而 , 必要 性 得 证 . 

反之 , 对 于 ae {RR}4, 从 已 经 求 出 的 Gs (0 < m+s < 3) 中 可 以 看 出 , 这 
些 Gn,s ER{y}. 关于 m 十 s > 4 时 的 一 般 情形 , 假设 对 于 任何 整数 7,t > 0, 当 
r+t< m++s 一 1 时 , Ge 有 R4{ 外 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Gh,s € R42}. 

在 式 (10.4.12) 的 基础 上 , 当 m = 1 时 , 因为 对 于 任何 整数 1 < i< s, i+(s 一 
让 j=s < m+s 一 1, 由 归纳 假设 , G;,,_; € RR4{y}. 从 而 , 用 式 (10.4.12) 的 第 一 式 ， 
G1s € 入 Ht 

当 m > 2 时 , 利用 式 (10.4.12) 的 第 二 式 . 因为 (m 一 1)++s< m+ 十 s 一 1, 用 
归纳 假设 , 已 经 知道 Gm_1,。€ Ri{y}. 第 一 项 属于 入 + ty}. 在 第 二 项 中 , 因 
为 对 于 任何 整数 0< j< s 一 1, (jj 十 m) 二 (s 一 j 一 1) < m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 ， 
Gjtms-j-1€ RV}. 从而, 第 二 项 也 属于 Rj {y}. 

综 上 所 述 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


因为 在 方程 式 (10.4.2) 中 , a € RR}, 这 个 引 理 告诉 我 们 , 它 的 解 总 是 在 
RR4{z,9} 中 . 


定理 10.4.3 令 9E! 是 方程 式 (10.4.2) 的 解 . 对 于 任何 整数 m, s> 0, 记 


[= 6 


则 G&。e Rj{y} 有 如 下 有 限 正 项 和 表示 : 
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abo。， s20, m=0, 
a(2m)! ES 
pl s=0, m>1, 
er 
Cn 一 >》 G8 ia， s>1,m=1, 
i=1 


s—1 
(2m 一 下 Ga 路 > G 别 -10+D， s>lm>1. 
j=0 
(10.4.13) 


证 明 当 s>0, m=0 时 , 由 引 理 10.4.5 给 出 . 当 s=0, m > 1 时, 由 引 理 
10.4.6 给 出 . 当 s > 1, m = 1 时 , 由 式 (10.4.12) 的 第 一 式 给 出 . 其 他 情形 由 式 
(10.4.12) 的 第 二 式 给 出 . 口 

从 式 (10.4.13) 出 发 , 继续 做 m 十 s =4 时 的 Gm,s = G8&。 因为 已 经 知道 
G4 = 如) 一 1050( 第 二 式 ) 和 Fa 一 0( 第 一 式 ), 故 只 需求 Ga Gas 和 Gi 

求 G31. 用 式 (10.4.13) 的 第 四 式 , 以 及 G21 = 6ayz, G3,0 = 15a, 有 


G31 = 5G21+G30Y2 = 30ayz+ 15ay2, 


即 G3 = 45ay2. 
求 G22. 用 式 (10.4.13) 的 第 四 式 , 以 及 G12 = ay2 二 3aya, G211 = 6ay2, G1,0 = 
0 有 


G22 = 3G12+ (G21Y2 + Gioys) = 3(ay? + 3aya) + 6ay? + aya, 


即 G2 = 9ay? 十 10ay4. 
求 G13. 用 式 (10.4.13) 的 第 三 式 , 以 及 G1,2 = ay2 二 3ays, Gz,1 = 6ay2, G3,0 = 
15a, 有 


G13 = G12y2 + G2 Ys + G30ye = (ay2 + 3ays)y2 + 6ay2ya + 15aye, 


即 G13 = ay3 + 9ay2ya + 15aye. 


例 10.4.1 在 曲面 上 , Euler 地 图 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 
构 分 类 . 记 Fm,s = G2 | 则 Fm,s 为 根 点 次 为 2m、 非 根 点 前 分 向 量 为 mw, 且 
满足 s= r(n)/2 的 曲面 Euler 地 图 的 根 同 构 分 类 数 的 分 布 . 

例如 , 前 面 已 经 得 到 Fi = G11|,_) = w, Fz = G2i|。， =6y 和 ,= 
G12|,1 =+3ys. 
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在 图 10.4.1 中 , 因为 五 : 的 yo 表示 根 点 次 为 2, 只 有 一 个 非 根 项 点, 它 的 次 
为 2. 这 就 是 两 条 棱 的 杆 束 , 即 平面 上 两 条 边 的 圈 ; Fi,2 中 的 好 就 是 平面 上 三 条 边 
的 圈 , 不 必 在 图 中 标 出 . 剩 下 的 就 是 1 =4a 十 2b= 6y 和 ,2 中 的 3y4 = 2c+d. 

从 已 经 得 到 的 G3,1 = 45ayo, G2,2 = 9ay3 十 10aya, G1,3 = ay3 ++9ay2ya 十 15aye 
中 , 可 以 看 出 Fa,1 = 45yo, Fz,2 = 9y3 二 10ys, Fi = 二 9y2ya +15ye: 


YOY 0 


图 10.4.1 在 曲面 上 , Euler 地 图 依 顶点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 ( 度 为 3) 


在 图 10.4.2 中 , 为 了 减少 图 所 占 的 篇 幅 , 这 里 给 出 了 五 ,。 的 前 两 项 , 即 好 和 
9y2ya 的 解释 . 其 他 项 可 类 推 . 前 者 表示 , 在 曲面 上 , 带 4 条 棱 ( 即 度 为 4) 的 Euler 
地 图 , 依 项 点 剖 分 向 量 n = 312 的 根 同 构 类 只 有 1 个 , 如 a 所 示 . 后 者 表示 , 在 曲 
面 上 , 带 4 条 楼 的 Buler 地 图 , 依 顶 点 前 分 向 量 n = lz 十 14 的 根 同 构 类 有 9 个 ， 
如 b,c 和 4d 所 示 . 


到 


ad 
图 10.4.2 在 曲面 上 , Euler 地 图 依 项 点 剖 分 向 量 的 根 同 构 类 ( 度 为 4) 


10.5 ”曲面 普通 型 


在 文献 [76] 中 , 提供 了 方程 


31- 2 3 | Dz,y(u, 
b+ 
| 浴 (1—2°)f— 326- 人 | 由 | (10.5.1) 


fa y=0 一 0 
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其 中 a be ZCR. 

引 理 10.5.1 如 果 b 关 a, 则 方程 式 (10.5.1) 无 解 . 

证 明 设 f 的 常数 项 为 Fo. 因为 方程 式 (10.5.1) 左 端 有 因子 zx, 即 常数 项 为 
0, 右 端的 常数 项 为 -6b 十 邱 , 所 以 Fo 一 b= 二 0, 即 i =b. 然而 , 由 始 条 件 , Fo = a. 
因此 , 当 b 取 a 时 , 方程 式 (10.5.1) 无 解 . 口 

因此 , 下 面 凡 提 到 方程 式 (10.5.1), 都 有 b= a- 


为 了 便于 处 理 , 需要 先 对 方程 式 (10.5.1) 作 等 价 变换 , 使 得 f 本 身 在 等 号 一 
端 , 而 其 他 项 全 在 另 一 端 . 这 就 是 


_ of 
| f=atrf +e te vosa(uf|,s), 人 


flz=0w=0 = a, 
其 中 aeZ+ ER+. 
由 引 理 10.5.1 知 , 方程 式 (10.5.1) 与 方程 式 (10.5.2) 在 RR{z,y} 上 等 价 . 
此 我 们 总 是 讨论 方程 式 (10.5.2), 而 不 必 讨 论 方程 式 (10.5.1). 
j 由 无 限 集 {Fm | Fm = [有 ]”,0< me Z+} 确定 , 其 中 [月 ”= 9mf, 或 者 说 ， 
在 f 中 zm 项 的 系数 . 
of 


对 于 任何 整数 i 之 0, 令 Fi! 二 区 , 则 由 


工 


EM 


Fn = (m+ 1)Fnt, (10.5.3) 
其 中 整数 m > 0. 


引 理 10.5.2 如 果 对 于 整数 0 < i< 1, Fi eR4{ 宙 , 则 对 于 整数 0< j < 1 一 1， 
Fe Rr{Y}. 

证 明 因为 fi eRRi{y} 已 经 被 确定 , 用 式 (10.5.3), Fi ==Li, 从 而 本 1 也 
被 确定 . 这 就 导致 欲 证 的 结论 口 

令 5=6zw(uf|,_,), 对 于 整数 m >0, Am = [9]”, 则 对 于 任何 整数 i> 0， 
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从 而 有 


Fo=a, m= 0, 
= 10.5.4 
An SFy™, mzl. (10.5.4) 


这 mm 


若 记 hm = yan， 则 对 于 m >1, 有 
Amn = > Fiyi-m+t1. (10.5.5) 
izm 


定理 10.5.1 关于 f eR{z,y} 的 方程 式 (10.5.2) 与 关于 Fn E R{y}(m 之 0) 
的 方程 组 


a, m=0, 
DFiyin, m=1, 
i20 
Fn= (10.5.6) 
a+ >》 Ri m=2, 


记 1 
(m—1)Fmn_2+ > Fiyi-m+2, m>3 


ipm—1 


等 价 . 


证 明 . 当 m = 0 时 , 从 方程 式 (10.5.2) 的 第 一 式 , 可 以 看 出 z|(f 一 a). 这 意 
味 着 Fo = 0. 易 知 有 |,_。,_o = i. 这 就 是 方程 式 (10.5.2) 的 始 条 件 . 
当 m = 1 时 , 由 方程 式 (10.5.2) 的 第 一 式 , 有 


五 = Ao。 (用 式 (10.5.5)) 


be Ri 


1i20 
这 就 是 方程 组 (10.5.6) 的 第 二 式 . 
当 m=2 时 , 由 方程 (10.5.2) 的 第 一 式 , 有 


B=F+Ah=at+), Py. 


i>1 


这 就 是 方程 组 (10.5.6) 的 第 三 式 . 
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当 m > 3 时 , 由 方程 (10.5.2) 的 第 一 式 , 有 


Fp M+ hse 
ml 
=(m— Dnt [J wa- 


=(m—1)Fmn-2+ > Giyi_m+2-: 
im 一 1 
这 就 是 方程 组 (10.5.6) 的 第 四 式 . 
综 上 所 述 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


由 方程 组 (10.5.6) 可 以 看 出 , 只 用 与 x 有 关 的 参数 不 足以 确定 f. 还 必须 引 
进 与 y 有 关 的 一 个 或 一 些 参数 . 

对 于 任何 整数 m 0, 记 J = {n|n 为 F, 中 y 的 一 个 寡 向 量 }. 对 于 任何 整 
数 s>0, 令 s=rlm), 其 中 zn)=inT. 记 Jm,s = {n|neJm, rn)=s} 则 有 

Wi (10.5.7) 
s>0 

对 于 任何 两 个 整数 m，s > 0, 令 Fm,s = Fn| 
(7(n) = s) 组 成 的 部 分 . 由 式 (10.5.7), 知 


a (10.5.8) 
s>0 
引 理 10.5.3 给 定 两 个 整数 m，s > 0. 如 果 对 于 任何 整数 +, t > 0, r+t < 
m 十 5s, 所 有 .4 已 被 确定 , 则 4m,s 也 被 确定 . 


证 明 由 式 (10.5.5), 有 


m—1 
z 


(用 式 (10.5.3)) 
(用 式 (10.5.5)) 


也 就 是 Fm 中 所 有 项 y* 


x(n)=s’ 


Am,s = DFisitm_iyi-mti (用 s-itm--1>0) 


izm 


4 十 mm 一 1 
本 > Daitm-iWh-mt+i (用 j=i—m 代替 i) 
pm 
s—l 
DFrmei_-1Wit1 
了 >z0 


对 于 任何 0<j<s-1, (7 十 mm) 十 (5 一 7 一 1) 王公 十 s 一 1 委 了 十 s 故 所 有 Fym,s-j-1 
都 被 确定 . 从 上 式 , 即 知 4w,。 可 被 确定 . 口 


由 此 可 见 , Fm,s 能够 从 满足 r 二 < 到 十 s 的 一 些 忆 ,t 导出 . 
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引 理 10.5.4 在 R{y} 上 的 关于 Fs(m，s > 0) 的 方程 组 


Fo,s = abo,s, s>0, 
as-1 
hs= DO Psiiyit, s 之 0, 
i=0 
(10.5.9) 
Fz,s = ao 十》 Fs-iyi, s> 0， 
记 1 


Fns=(m— Fn -as 十 》 Frm-2s-iy m2>3,s>0 


t=1 
与 关于 FE R{Yy}(m > 0) 的 方程 组 (10.5.6) 等 价 . 


证 明 当 m=0 时 , 对 于 任何 整数 s > 0, 由 式 (10.5.6) 的 第 一 式 给 出 . 
当 m=1 时, 对 于 任何 整数 s > 0, 由 式 (10.5.6) 的 第 二 式 , 有 


hs,= 及 ay (用 s-i-1>0) 
iS0 


s—l 
= DO Fiiyin. 
i=0 


这 就 是 式 (10.5.9) 的 第 二 式 . 
当 m=2 时 , 对 于 任何 整数 s > 0, 由 式 (10.5.6) 的 第 三 式 , 有 


Fs =ab0s+D Fs-iv (用 s—i>0) 


i>1 


= abo,s+ DD 
i=1 
这 就 是 式 (10.5.9) 的 第 三 式 . 
当 m > 3 时 , 对 于 任何 整数 s > 0, 由 式 (10.5.6) 的 第 四 式 , 有 


Fn,s = (m—1)Fm-2,s+ > Fis-itm—2Yi_m+2, 
izm—1 
s+m—2 


=(m— DFn-2st D) Fs-itm-2Yi-mt2, 


i=m—1 


s 
=(m—1)Fn-2,s + DO Frm-2,-iY;, 


j=1 


这 就 是 式 (10.5.9) 的 第 四 式 . 口 
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现在 , 可 以 尝试 从 m 十 s==0 起 , 在 式 (10.5.9) 的 基础 上 , 按照 逐一 递增 的 次 
序 确定 Fs. 

当 m++s=0 时 , 因为 m,，s > 0, 故 只 有 Fo,o. 由 式 (10.5.9) 的 第 一 式 , 有 
Foo =a. 

当 m+s=1 时 , 需求 Fo 和 Fo,1. 分 别 用 式 (10.5.9) 的 第 二 式 和 第 一 式 , 得 
Fio=0 和 Fo1=0. 

当 m+s=2 时 , 需求 Fzo, Fi 和 ,2. 分 别 用 式 (10.5.9) 的 第 三 式 和 第 一 
式 , 得 Fo =a 和 Fo,2 = 0. 只 剩 下 Fl. 用 式 (10.5.9) 的 第 一 式 , 得 


1-1 


五 :一 DO Fi = Pooy = ay. 
i=0 


定理 10.5.2 方程 式 (10.5.2) 在 RR{y} 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 


证 明 ”因为 当 m+s < 2 时 , 上 面 已 经 确定 了 Fs, 这 里 只 讨论 m+s>3 时 
的 一 般 情形 . 令 m 十 s =n > 3, 假设 对 于 任何 整数 7,t>0, 当 7+t<n 一 1 时, Fr 
已 经 求 出 . 用 数学 归纳 法 , 通过 式 (10.5.9) , 往 求 Fs = Fnn_m: 

当 m=0 时 , 自然 fo,, 已 经 由 式 (10.5.9) 的 第 一 式 确定 . 

当 m==1 时 , 甩 ,s = Fin-1. 由 式 (10.5.9) 的 第 二 式 , 有 


n-2 
Fin-1= > Fin-2-iyitl: 
i=0 
因为 对 于 任何 整数 0<i<n 一 2, i+ (n 一 2 一 让 =n 一 2<n 一 1, 用 归纳 假设 , 所 有 
in-2-i 已 经 给 出 . 从 而 , 即 可 求 出 五。 
当 m=2 时 , 忆 ,。 = 及。2. 由 式 (10.5.9) 的 第 三 式 , 只 需 讨论 s > 1， 


n-2 
Fan-2= > Fin-i-2Yyi: 
i=1 


因为 i+(n 一 i 一 2) =n 一 2<n 一 1, 由 归纳 假设 , F,_;_2 都 已 经 给 出 , 由 此 即 可 
求 出 FP ，-2. 
当 人 >3 时 , 局,s = Fmn_m- 由 式 (10.5.9) 的 第 四 式 , 有 


于 一 站 


Kin-m = (mi— Enan-mt 》 Rpmam-m-tWe 
i=0 


因为 (m 一 1 十 (n 一 m) =n 一 1<n 一 1 由 归纳 假设 , Gm_1n_m 已 经 给 出 , 从 而 第 
一 项 可 以 求 出 . 因为 对 于 任何 整数 0<j<n-m-1 (jt+m)+(n-m-j 一 1)= 


424 组 合 泛 函 方程 论 


n 一 1 <n 一 1, 用 归纳 假设 , 所 有 imn_m-j-1 已 经 给 出 . 从 而 , 第 二 项 也 可 以 求 
出 . 这 就 导致 Fn_m = Fm,s 可 以 求 出 . 由 定理 10.5.1 和 引 理 10.5.4, 所 有 这 些 
Fm,s 导出 方程 式 (10.5.2) 的 一 个 解 . 

考虑 到 这 个 解 在 尺 {z,y} 中 对 始 值 的 唯一 性 , 方程 (10.5.2) 的 解 只 有 它 . 口 


为 了 求解 过 程 更 简捷 , 也 使 所 求 的 解 在 计算 上 具有 更 有 效 的 表达 式 , 还 要 进 
一 步 了 解 这 个 解 的 结构 特征 . 


引 理 10.5.5 对 于 任何 整数 m,s > 0, 如 果 m 十 s 三 1(mod 2), 则 已 。= 0. 


证 明 当 m+sg2 时 ,只 有 m+s=1. 上 面 的 计算 已 经 得 到 这 时 的 忆 ,,s =0. 
引 理 的 结论 成 立 . 

对 于 m 十 s 之 3 时 的 一 般 情形 , 假设 当 7++t < mm 十 s 一 1 时, 已 经 得 到 , 只 要 
7 十 ti 三 1(mod 2), 就 有 及, = 0. 用 数学 归纳 法 , 往 证 只 要 m 十 s 三 1(mod 2), 就 有 
Fs =0. 

在 式 (10.5.9) 的 基础 上 , 当 m = 0 时 , 由 第 一 式 , 可 以 看 出 满足 欲 证 的 结论 . 

当 m = 1 时, 由 第 二 式 , 因为 对 于 任何 整数 0<igs-1,i+(s—i 一 1)= 
8s 一 1< (1+s) 一 1, 1+s 三 s 一 1(mod 2), 利用 归纳 假设 , 只 要 1+s= 三 1(mod 2), 就 
有 


s—1 
hs= DO Fsiiyin =0. 
i=0 


当 m = 2 时 , 由 第 三 式 , 因为 对 于 任何 整数 1 <ig s, i+(s—i)=s< 
(2+s) -1 s 三 s 十 21(mod 2), 利用 归纳 假设 , 只 要 2 十 s 三 1(mod 2), 就 有 


Fs= 及。 =0. 
i=1 


当 m > 3 时 , 由 第 四 式 , 因为 (m 一 2)+s=m+s-2<m+s-1,m+s—2= 
m 十 s(mod 2), 利用 归纳 假设 , 只 要 m 十 s 三 1(mod 2), 就 有 五 ,_2,s = 0. 因为 对 
于 任何 整数 1<i<s, (it+m-2)+(s—ij=m+s-2< (m+s)—1,m+s—2= 
m 十 s(mod 2), 利用 归纳 假设 , 只 要 m 十 s 三 1(mod 2), 就 有 


s 


Fitm-2,s-iyi = 0. 
1 


i=: 


从 而 , 只 要 m 十 s 三 1(mod 2), 就 有 


s 
Fnn = (m—1)Fm-2,s+ DFirm-2,iy: 二 让 


i=1 
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综 上 所 述 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 
在 求解 的 过 程 中 , 这 个 引 理 使 我 们 减少 了 一 半 的 工作 量 . 
引 理 10.5.6 对 于 任何 整数 m > 0, 有 


a, m= 0, 

Fno=) 0, m=2t+1, t>0, (10.5.10) 
am! 
pr m=2t, t>1. 


证 明 当 m =0 时 , 由 式 (10.5.9) 的 第 一 式 给 出 . 当 m 三 1(mod 2) 时 , 由 引 
理 10.5.5 给 出 . 当 m=0(mod 2) 时 , 用 式 (10.5.9). 首先 , Fo=a 和 羽 o =a 分 
别 由 第 一 式 和 第 二 式 给 出 . 对 于 m = 2t, 假设 当 m = 2(t 一 1) 时 , 有 Fa(-1,0 = 
(2t 一 2)! i ! 
pr 用 数学 归纳 法 , 往 证 Fo = i 
由 式 (10.5.9) 的 第 四 式 ， 
Fat.o = (2t—1)F2_2.0 
a(2t—2)! _ a(2t)! 
2-1(t—1)! 2 二 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 口 
当 s =0 时 , 这 个 引 理 可 使 我 们 直接 确定 Fs (m > 0). 
引 理 10.5.7 对 于 任何 整数 m > 0, 有 
0， m=2t, t>0, 

Fni1=4 ay m=1, (10.5.11) 
a(m—1)! 
21t! 

证 明 当 m=0(mod 2) 时 , 由 引 理 10.5.5 给 出 . 当 m= 1 时 , 由 式 (10.5.9) 
的 第 二 式 ， 


=(2t—1) 


(m—1)Fm-21+ hn, m=2t+1,t>1. 


Fi = Fooy = ay, 
即 得 式 (10.5.11) 的 第 二 式 . 当 m = 2t+1, t> 1 时 , 用 式 (10.5.9) 的 第 四 式 ， 
Fr+1 = (2t) F211 + Fzr,oy 
= (2t) F211+ 中 
这 就 是 式 (10.5.11) 的 第 三 式 . 口 


当 s= 1 时 , 这 个 引 理 给 我 们 提供 了 确定 已 ,,。 所 有 情形 的 方法 . 
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引 理 10.5.8 对 于 任何 整数 m > 0, 有 
0, m= 二 0, 或 m=1(mod 2)， 
Fn2 = ay? +ay2, m=2, 
(m—1)Fm-22+Fm_11yi+ el yo, m=2t,t>2, 
(10.5.12) 


其 中 Fm_1 已 由 式 (10.5.11) 给 出 . 


证 明 当 m=0 或 m=1(mod 2) 时 , 分 别 由 引 理 10.5.6 或 引 理 10.5.5 给 出 . 
当 m=2 时 , 由 式 (10.5.9) 的 第 三 式 ， 


Fa2 = Pi + Fa,0y2 = ay? + Fa.oy2 = ay? + aya, 
即 得 式 (10.5.12) 的 第 二 式 . 当 m = 2t, t+> 2 时 , 用 式 (10.5.9) 的 第 四 式 ， 
Ft2 = (2t— 1) F222+ Far_11y1 + Fotoy2 
CD， 
这 就 是 式 (10.5.12) 的 第 三 式 . | 


当 s ==2 时 , 这 个 引 理 给 我 们 提供 了 确定 媚 *,。 所 有 情形 的 方法 . 由 上 面 三 个 
引 理 , 我 们 看 到 , 可 以 依 s 逐一 递增 的 次 序 一 直 做 下 去 . 


= (2t—1)F222+ F211yi+t 


引 理 10.5.9 对 于 任何 整数 m, s > 0, Fm,s 与 (1 s+1) 无 关 . 


证 明 当 m+s< 3 时, 从 已 经 得 到 的 ,,s 中 , 可 以 看 出 满足 欲 证 的 结论 

对 于 m 十 s > 4 时 的 一 般 情形 , 假设 忆 , (7 十 t < mm 十 s 一 1, m,s > 0) 满足 欲 
证 的 结论 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 已,,, 满足 欲 证 的 结论 . 

当 m=0 时 , 由 式 (10.5.9) 的 第 一 式 即 知 , 这 种 情形 不 足 道 . 

当 m = 1 时 , 用 式 (10.5.9) 的 第 二 式 . 因为 对 于 任何 整数 0< i< s 一 1， 
i+(s 一 i 一 1)=s 一 1 < s=m 十 s 一 1, 由 归纳 法 假设 , Fs_i_1 与 y (1> s 一 让 无 
关 . 由 i>0, 也 s_i1 (0<igs-1) 与 (1>s) 无 关 . 从 而 


as 一 1 
hs = DFisi_iyit 


i=0 


与 y (1> s+1) 无 关 . 
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当 m=2 时 , 用 式 (10.5.9) 的 第 三 式 . 因为 对 于 任何 整数 1<i< s,i+(s 一 i) = 
s<s+1=m+s 一 1, 由 归纳 假设 , 及。; 与 y (1>s 一 i+1) 无 关 . 由 i>1， 
五 si (1<igs) 与 y (1>s) 无关 .从 而 


Fs,s =a60s+ Fs-iy 
i=1 
与 (1> s+1) 无 关 . 
当 m > 3 时 , 用 式 (10.5.9) 的 第 四 式 . 由 归纳 假设 , ,2,s 与 (1> s+1) 无 
关 . 因为 对 于 任何 整数 1<i<s, (i 十 凤 一 2) 二 (5 一 加 = 冯 十 s 一 2 入 双 十 5 一 1 由 
归纳 假设 , 及 +m-2s- 与 丸 (> s 一 证 1) 无 关 . 由 i>1, Fitm-2,s-i (1<i<s) 与 
(1 之 s) 无 关 . 从 而 


2 Firm-2,aid 
i=1 


.与 (1> s 十 1) 无 关 . 从 而 


s 
Fm,s = (m—1)Fm-2,s+ > Fitm-—2,s—iyi 


és=l1 
与 y (1 > s+1) 无 关 . 口 
这 个 引 理 告诉 我 们 , 已。,。 是 一 个 至 多 s 个 变 元 y。= (1,y2，,… ,ys) 的 函数 . 
引 理 10.5.10 对 于 任何 整数 m，s > 0, Fn,s 是 ys 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 


证 明 当 m++s < 3 时 , 容易 验证 人 ns 是 ys 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 对 于 
m 十 s 之 4 时 的 一 般 情形 , 可 以 假设 及, (7 十 t< m+ 二 s 一 1) 是 yi 的 一 个 至 多 t 次 
多 项 式 . 用 数学 归纳 法 , 往 证 Gm,s 是 ys 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 

在 式 (10.5.9) 的 基础 上 , 当 mm = 0 时 , 这 种 情形 不 足 道 . 

当 m= 1 时, 因为 对 于 任何 整数 0<i<s-1,i+(s-i-1)=s-1<&m+s-1, 
由 归纳 假设 , ,i_1 为 y,-i-1 的 一 个 至 多 s 一 i 一 1 次 多 项 式 . 因为 i>0, Fs-i_1 
至 多 是 y,_1 的 一 个 s 一 1 次 多 项 式 . 考虑 到 y; (i< s 一 1) 至 多 为 gs 的 一 个 s 次 
多 项 式 . 从 而 , 用 式 (10.5.9) 的 第 二 式 , ,至 多 是 ys 的 一 个 s 次 多 项 式 . 

当 m=2 时 , 利用 式 (10.5.9) 的 第 三 式 . 因为 对 于 任何 整数 1 <i< s, i+(s 一 
让 =s < m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , Ri 是 yi 的 一 个 至 多 s 一 i 次 多 项 式 . 因为 
i 之 1, 所 以 ,i 至 多 是 y,_1 的 一 个 s 一 1 次 多 项 式 . 再 考虑 到 i < s， 及 ,。; 至 
多 为 y, 的 一 个 s 次 多 项 式 . 从 而 , ,为 yas 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 

当 m > 3 时 , 利用 式 (10.5.9) 的 第 四 式 . 由 归纳 假设 , ,2,。 是 ys 的 一 个 至 
多 s 次 多 项 式 . 因为 对 于 任何 整数 1<i<s, (i+m-2)+(s—ij=m+s-2< 
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m 十 s 一 1, 用 归纳 假设 , 及 ,。; 是 y,-; 的 一 个 至 多 s 一 i 次 多 项 式 . 因为 i> 1, 所 
以 天。; 至 多 是 ys_1 的 一 个 s 一 1 次 多 项 式 . 再 考虑 到 i< s， 及 ,。; 至 多 为 y。 
的 一 个 s 次 多 项 式 . 从 而 , Fs 为 ys 的 一 个 至 多 s 次 多 项 式 . 

综 上 所 述 , 就 得 欲 证 的 结论 . 口 

这 个 引 理 表明 , 对 任何 给 定 整数 s > 0, 所 有 Fm,s 都 只 含有 限 项 , 而 且 它 的 项 
数 有 一 个 不 依赖 m 的 上 界 . 

引 理 10.5.11 对 于 任何 整数 m, s > 0, Fm,s € RR4{y} 当 且 仅 当 a € Ri{y}. 


证 明 如 果 对 任何 整数 m, s > 0, Fn,s ER+{ 引 但 agR4, 则 Eo=a, 与 
方程 式 (10.5.2) 始 条 件 中 的 ae {RR}; 矛盾 . 从 而 , 必要 性 得 证 . 

反之 , 对 于 ae {RR}+4, 从 已 经 求 出 的 己 ,s (0 < m++s < 3) 中 可 以 看 出 , 这 些 
Fn,s E R{Yy}. 对 于 m 十 s >4 时 的 一 般 情形 , 可 以 假设 对 于 任何 整数 7,t > 0, 当 
T+t< m+s 一 1 时 , 都 有 及: 尽 + 他 }. 用 数学 归纳 法 , 往 证 忆 ,s € Rj{y}. 

在 式 (10.5.9) 的 基础 上 , 当 mm = 0 时 , 这 种 情形 不 足 道 . 

当 m = 1 时 , 因为 对 于 任何 整数 0< i< s 一 1， 


i+(s—i—l1)=s—-1g<m+s—1, 


由 归纳 假设 , 甩 ,,_i_1 € Rj{y}. 从 而 , 用 式 (10.4.12) 的 第 二 式 , Fs € R4{y}. 

当 m=2 时 , 利用 式 (10.5.9) 的 第 三 式 . 因为 i+(s 一 i) =s < mm 十 s 一 1, 用 归 
纳 假设 , 已 经 知道 瓦 。; € RR {2}. 从 而 , Fs € RH 

当 m > 3 时 , 利用 式 (10.5.9) 的 第 四 式 . 由 归纳 假设 , F,_2,。 € RL{2), 第 一 
项 属于 Rj4{y}. 在 第 二 项 中 , 因为 对 于 任何 整数 1 < i < s， 


(i+m—2)+(s—i)=m+s—2<m+s—1, 


用 归纳 假设 , Fim_2,s-i € 尺 + 世 }. 从 而 , 第 二 项 也 属于 Rj{y}. 
综 上 所 述 , 即 得 欲 证 的 结论 . 口 


至 此 , 可 以 考虑 方程 式 (10.5.2) 解 的 表达 式 了 . 
定理 10.5.3 令 fr 为 方程 式 (10.5.2) 的 解 . 对 于 任何 整数 m， s > 0, 记 
Eo, = [07 f*]® = Um,s, 


则 Um,s 有 如 下 有 限 正 项 和 表达 式 : 
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=# 三 0 
0，m=0, s>1, 或 m 关 s(mod 2), m>1,s>0, 
am! 
pa #0 = 
ayi, m= s=1, 
Um,s = —1)! 
i Ee 


2tt! 
hd 
DO Usi_iyity, m=1, s=2t+]1, t>1, 
i=0 


(m— DUm-2,s + > Uitm-2,s-iyi s>2, m>2, m= s(mod 2). 
i=1 
(10.5.13) 
证 明 当 m=s=0, 由 方程 式 (10.5.2) 的 始 条 件 得 到 . 
当 m=0, s>1, 或 m 关 s(mod 2), m > 1,s>0 时, 分 别 由 式 (10.5.9) 的 第 
一 式 或 引 理 10.5.5 给 出 . 
当 s=0, m=2t>1 时 , 由 引 理 10.5.6 给 出 . 
当 m= s=1 时 , 由 式 (10.5.11) 的 第 二 式 给 出 . 
当 s=1, 和 mn=2t+1,t>1 时 ,由 式 (10.5.11) 的 第 三 式 给 出 . 
当 m=1, s=2t+1,t>1 时 , 由 式 (10.5.9) 的 第 二 式 给 出 . 
当 s >2, m2, m= s(mod 2) 时 , 由 式 (10.5.11) 的 第 四 式 给 出 . 口 


继续 看 一 看 , 当 3 < m 十 s < 6 时 , Um,s (= Fm,s) 的 值 . 由 引 理 10.5.5, 只 需 讨 
论 m+s=4 和 m+s=6 时 的 情形 . 
当 mm 二 s=4 时 , 因为 已 知 V4o = 3a 和 Uo =0, 故 只 需求 U311, U2,2 和 Ui,3. 
求 U3a1. 由 式 (10.5.13), 有 
Us1=(3— DU + Fn =2(ay)+ay, 
即 Us = 3am. 
求 U22. 由 式 (10.5.13), 有 


和 
Uz2 = (2—1)U2-2,2+ Us = Uy + U2,0y2 = (ayi)Yi + ay2, 


i=1 
即 Uz = ay? + ay2. 
求 U1.3. 由 式 (10.5.13), 有 


2 
Uis= Da = Uo2yi + Uiiy2 + U2,0y3,= (ayi)y2 + (a)ys, 
i=0 
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即 Ui,s = ayiye 十 aya. 
当 mm 二 s=6 时 , 除 已 知 Ue,o = 154 和 Uo.e =0 外 ,有 Us = 4U031+3ayi = 


15ayi, 
5 一 1 


Us= DO Uaiyit 
i=0 


= Uo,ayi + Ui,3y2 + U2,2Y3 + U3,1Y4 + Ua,oys, 
= (ayiy2 + ays)y2 + (ay? + ay2)ys + (3ay1)ya + (3a)ys 
= ay1y3 + 3ayiys + aytys + 2ay2ys + 3ays. 


只 剩 下 U4,2, U3,3 和 U2. 读者 可 自行 写 出 . 


例 10.5.1 在 曲 面 上 , 普通 地 图 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 的 根 同 构 
分 类 . 若 在 方程 式 (10.5.2) 中 , 取 a = 1, 则 有 


有 (10.5.14) 
z=0w=0 二 1. 


| f= 1+2f+o +z yaes(uf| -ah 


这 就 是 , 在 [76] 中 , 为 了 讨论 曲面 上 普通 地 图 以 根 点 次 和 非 根 点 剖 分 向 量 为 参数 
的 根 同 构 分 类 数 而 提出 的 那个 方程 . 

记 Km,s = Ums|。_y 则 Km,s 为 在 曲面 上 普通 地 图 以 根 点 次 m 和 非 根 点 剖 
分 向 量 mn (s = r(m)) 的 根 同 构 分 类 数 的 分 布 . 

如 果 fr 为 方程 式 (10.5.14) 的 解 , 则 由 定理 10.5.2, 对 于 任何 整数 m, s > 0， 
[92]; = Km 从 而 , 由 定理 10.5.3, Km,。 有 如 下 有 限 正 项 和 表示 : 


1 m=s=0, 


0， m=0, s>1, 或 m 冯 s(mod 2), m>1,s>0， 


1 
Zr s=0, m=2t>1, 
Yi m=s=1, 
Km,s= (m—1)! 


(m-—DEKmn-at gm 2 s=1, m=2t+1, t>1, 


8 一 1 
Ka m=1,s=2t+1,t>1, 
i=0 


。 
(m— DKm-2st+) Kitm 2s-iVyy, s>2,m>2, m= s(mod2). 


让 1 


(10.5.15) 
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例如 , 前 面 已 经 得 到 Us = ao 好 十 3ayiya 十 ay2ya 十 2ay2ys 十 3ays. 这 就 意味 
着 , Ks = yy3 + 3y1ya + yfYs + 2y2ys + 3ys. 

在 Kis 的 五 项 中 , 第 一 项 yiy2 为 一 个 有 两 条 棱 的 路 , 根 顶 点 的 次 为 1, 只 有 
一 种 定 根 方式 , x(n) =1+2x2=5, 其 中 n= (12). 图 10.5.1 显示 了 第 二 项 到 第 
五 项 . 例如 , 第 二 项 3wya = 2a+ 履 第 三 项 好 ya = c, 第 四 项 2yoys = d +e, 第 五 项 


双人 
VY ox 


图 10.5.1 Re 司 构 类 


10.6 注 记 


1. 因为 可 以 证 明 限 端 地 图 在 曲面 上 , 以 根 点 次 和 非 根 顶 点 按 次 剖 分 向 量 为 参 
数 的 根 同 构 类 的 计数 函数 , 满足 方程 式 (10.1.1), 由 定理 10.1.2, 方程 式 (10.1.2) 
的 解 , 当 取 a = 1 时 , 就 是 这 个 计数 函数 . 令 Fm 是 根 点 次 为 m 和 非 根 顶 点 按 
次 剂 分 向 量 为 n 的 限 端 地 图 在 曲面 上 根 同 构 类 的 数目 , 可 知 它们 每 一 类 的 基准 图 
在 曲面 上 的 嵌入 数 为 


|w(9o)|= (m— 1)!9r, (i DJm， (10.6.1) 
其 中 gm。 为 根 点 次 m 和 非 根 项 点 按 次 剂 分 向 量 n 基准 图 的 集合 , 和 
GD"=I[-D™. 


iz1 
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记 t=auti/2(G) 为 图 G 的 自 伴 同 构 群 的 阶 ， 
Td, = {t|3G € 94,, t= autia(G))}, (10.6.2) 
则 根据 [77] 中 的 定理 4.1， 
Fe, 和 luli), (10.6.3) 
tETd。 
其 中 s=inY,i=(1,2,3,…), n= Ce *). 
从 而 , 式 (10.1.14) 中 的 后, = Ft, 自然 Fan = Fis 有 如 下 的 直接 显 式 : 


总 ,= (08)|)y?” (用 引 理 101.10) 


nEIN, tETMNn 


= 5 (7 CD) (GDy)". 006) 
ETIR。 teETrt, 
从 式 (10.1.13) 可 以 看 出 , ,,s 的 每 一 项 的 系数 不 是 含有 因子 a, 就 是 含有 
因 于 工 仿 Jal@) = 全 | 在 Bs 中 ,项 灵 的 系数 全 因子 oj Jus(a) = {nl| 在 
Bs 中, 项 7 的 系数 不 人 因子 a). 记 


Ams(n) = | 0 SA) (10.6.5) 
,Wea 
则 由 定理 10.1.2, 在 方程 式 (10.1.2) 的 解 中 , ,,,。 有 如 下 直接 显 式 : 
Ens= 5 (TD sgl) (Dy)", (10.6.6) 
mcEJm。 tcTrd 
其 中 
Km,s(n) = Mm,s(n) (m+ s)(m— 1)!. (10.6.7) 


2. 因为 无 桥 (或 无 割 ) 地 图 在 曲面 上 , 以 根 点 次 和 非 根 顶 点 按 次 剖 分 向 量 为 参 
数 的 根 同 构 类 的 计数 函数 , 满足 当 a = 1 时 的 方程 式 (10.2.1), 由 定理 10.2.2, 方程 
式 (10.2.2) 的 解 , 当 取 a = 1 时 , 就 是 这 个 计数 函数 . 令 Fe 是 根 点 次 为 m 和 
非 根 顶 点 按 次 剖 分 向 量 为 n 的 无 桥 地 图 在 曲面 上 根 同 构 类 的 数目 , 则 它们 每 一 类 
的 基准 图 在 曲面 上 的 嵌 人 数 为 


Iu(G%n)|= (m— D!lonn li D)", (10.6.8) 
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其 中 93c。 是 根 点 次 为 m 和 非 根 项 点 按 次 剖 分 向 量 为 n 的 基准 图 的 集合 . 
记 t=autyy2(G) 为 图 G 的 自 伴 同 构 群 的 阶 ， 


= {t|3G € 9°,, t= auti2(G)}, (10.6.9) 
则 根据 [77] 中 的 定理 4.1， 
pe, = 5 lp(0s), (10.6.10) 


teETncs 
其 中 s =in™, i= (1,2,3,…), n= (n,n2,ns,.…). 
从 而 , 式 (10.2.13) 中 的 Him,s = Gm,s 有 如 下 的 直接 显 式 : 


Hm (5 Ds |G)|)y ” (用 引 理 10.2.10) 


mnEJTAW。 tEImn 


= 2 (过 (ES Diy)”. (10.6.11) 
ETIR。 tEInen 
从 式 (10.2.12) 可 以 看 出 , Km,。 中 每 一 项 的 系数 不 是 含有 因子 a, 就 是 含有 
因子 1. 令 Js(a) = {fn| 在 Km,s 中 ,项 yr 的 系数 含 因子 a}, Jm,s(a)={n| 在 
Km,s 中 , 项 yr 的 系数 不 含 因子 a}. 记 


| 4 NE Jms(a), (10.6.12) 
1, n € Jm,s(a), 
则 由 定理 10.2.2, 在 由 式 (10.2.12) 给 出 的 方程 式 (10.2.2) 的 解 中 , Km,s。 有 如 下 直 
接 显 式 : 

Ke= 3 (5 od) (GDy)", (10.6.13) 


mnEJA。 tEImn 
其 中 
kms(n) = A(n)(m+ s)(m— 1)!. (10.6.14) 


3. 因为 无 环 地 图 在 曲面 上 , 以 根 点 次 和 非 根 顶 点 按 次 前 分 向 量 为 参数 的 根 
同 构 类 的 计数 函数 , 满足 当 a = 1 时 的 方程 式 (10.3.2), 由 定理 10.3.2, 方程 式 
(10.3.2) 的 解 , 当 取 a = 1 时 , 就 是 这 个 计数 函数 . 令 FL 是 根 点 次 为 m 和 非 根 
项 点 按 次 前 分 向 量 为 n 的 无 环 地 图 在 曲面 上 根 同 构 类 的 数目 , 则 它们 每 一 类 的 基 
准 图 在 曲面 上 的 嵌入 数 为 


|u(gm.n)|=(m— DIgmal(iD)", (10.6.15) 
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其 中 ga 是 根 点 次 为 m 和 非 根 项 点 按 次 训 分 向 量 为 n 的 基准 图 的 集合 . 
记 t= auty2(G) 为 图 G 的 自 伴 同 构 群 的 阶 ， 


Tn = {t|3G € Om.n, t= auty2(G))}, (10.6.16) 
则 根据 [77] 中 的 定理 4.1， 


m+s 
m= 之 (ge (10.6.17) 


其 中 s =inT, i= (1,2,3,…),n = (ni,n2,ns,.…). 
从 而 , 式 (10.3.12) 中 的 Nm,s。 有 如 下 直接 显 式 : 


Nama 叶 ( 习 于 ngyb|)o (用 引 理 10.3.9) 


ETML。 tEIRI 


= 5 (7 LI]) (ED)". (to619) 
nEIJN, +EInln 
从 式 (10.3.12) 可 以 看 出 ,Ns 中 的 每 一 项 系数 全 一 个 a 的 多 项 式 因子 , 记 
为 an. 由 定理 10.3.2, 在 由 式 (10.3.12) 给 出 的 方程 式 (10.3.2) 的 解 中 , N,,,s 有 如 
下 直接 显 式 : 
Nma= (3 Plomsl) (GD)", Q10:6.19) 


EdIRL。 teETn, 
其 中 
Un =an(m+s)(m— 1)!. (10.6.20) 


4. 因为 Euler 地 图 在 曲面 上 , 以 根 点 次 和 非 根 顶 点 按 次 前 分 向 量 为 参数 的 
根 同 构 类 的 计数 函数 , 满足 当 a = 1 时 的 方程 式 (10.4.2), 由 定理 10.4.2, 方程 式 
(10.4.2) 的 解 , 当 取 a = 1 时 , 就 是 这 个 计数 函数 . 令 FE 是 根 点 次 为 2m 和 非 
根 顶 点 按 次 剖 分 向 量 为 n= (y2,ya,ye,…) 的 Euler 地 图 在 曲面 上 根 同 构 类 的 数 
目 , 则 它们 每 一 类 的 基准 图 在 曲面 上 的 嵌入 数 为 


|u(G3,)| = (2m 一 DISB| (2 一 DJPm， (10.6.21) 


其 中 9 刚 。 是 根 点 次 为 2m 和 非 根 顶 点 按 次 剖 分 向 量 为 n 的 基准 图 的 集合 . 
记 t= autiy2(G) 为 图 G 的 自 伴 同 构 群 的 阶 ， 


TH, = {t|3G € GF,, t= auti/2(G))}, (10.6.22) 
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则 根据 [77] 中 的 定理 4.1， 


Pe, = 5 Mulom), (10.6.23) 
4 
其 中 s= 识 T/2,1= (2,4,6,…), n= (n2,na,ne,…). 
从 而 , 式 (10.4.13) 中 的 GBL。 有 如 下 直接 显 式 ; 


G9 = DD (D(a)|)y (用 引 理 10.4.8) 


NETH, teIm, 


> Qm+2DCm—D)! Gy ) (i= Dy)”. (10.6.24) 
nEJR, teEIN, ‘ 
从 式 (10.4.13) 可 以 看 出 , GL 的 每 一 项 的 系数 不 是 含有 因子 a, 就 是 含有 
因子 1. 令 Jrs(a) = fo| 在 GL 中 ,项 gr 的 系数 含 因子 a}, Jns(a)={n| 在 
Gm 中, 项 yr 的 系数 不 含 因子 o}. 记 


n(n)= { &, n€ Jms(o), (10.6.25) 
1 他 在 这 


则 由 定理 10.4.2, 在 由 式 (10.4.13) 给 出 的 方程 式 (10.4.2) 的 解 中 , G8 。 有 如 下 直 
接 显 式 : 


6%,= 5 (5 lemsl) (Ci Dy)", (10.6.26) 


nEJR, tEIRn 


其 中 
Onn =7(n)(2m+20) (2m— 1)!. (10.6.27) 


5. 因为 一 般 地 图 在 曲面 上 , 以 根 点 次 和 非 根 顶 点 按 次 削 分 向 量 为 参数 的 根 
同 构 类 的 计数 函数 , 满足 当 a = 1 时 的 方程 式 (10.5.2), 由 定理 10.5.2, 方程 式 
(10.5.2) 的 解 , 当 取 a = 1 时 , 就 是 这 个 计数 函数 . 令 Fa 是 根 点 次 为 m 和 非 根 
顶点 按 次 齐 分 向 量 为 n 的 一 般 地 图 , 在 曲面 上 根 同 构 类 的 数目 , 则 它们 每 一 类 的 
基准 图 在 曲面 上 的 嵌入 数 为 


lw(g& |= (m 一 DG l=D)", (10.6.28) 


其 中 ga 是 根 点 次 为 m 和 非 根 项 点 按 次 剖 分 向 量 为 n 的 基准 图 的 集合 . 
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记 +t= auta/z(G) 为 图 G 的 自 伴 同 构 群 的 阶 ， 
ZT9 ,= {t|3G € 98,, t= auti/2(G)}, (10.6.29) 


则 根据 [77] 中 的 定理 4.1， 
m+s § 
Fan= 2 一 |wG8) (10.6.30) 
teTH , 
其 中 s=in™,i=(1,2,3,…), n= (n,n2,na,…). 
从 而 , 式 (10.5.13) 中 的 Um,s。 有 如 下 直接 显 式 : 


Unsl= 3 (5 于 |p(g2)|)y” (用 引 理 10.5.10) 


t 
nEIN, teEIN,n 


= 5 (5 e+) (GDwy)". 0083) 


nEJL。 teIN,n 


从 式 (10.2.12) 可 以 看 出 , Uns 的 每 一 项 的 系数 不 是 含有 因子 a, 就 是 含有 
因子 1. 令 Jns(a) = {n| 在 Um,s 中 ,项 yr 的 系数 会 因子 oj，Jns(a) = {n| 在 
Km 中 , 项 如 的 系数 不 含 因 子 a}. 记 


é€(n) = { 0 NE Jm,s(0), (10.6.32) 


1, n€ Jm,s(a), 


则 由 定理 10.5.2, 在 由 式 (10.5.12) 给 出 的 方程 式 (10.5.2) 的 解 中 , Un,。 有 如 下 直 
接 显 式 : 


Dos= (3 各 08 (GD (10.6.33) 
nEJR,, tEIRn 


其 中 
Xmn = é€(n)(m+s)(m— 1)!. (10.6.34) 


6. 对 于 方程 式 (10.1.2)、 式 (10.2.2)、 式 (10.3.2)、 式 (10.2.2) 和 方程 式 
(10.5.2), 均 可 用 无 穷 矩阵 考虑 它们 解 的 直接 显 式 , 以 及 如 何 通 过 直接 求解 , 得 到 如 
式 (10.6.6)、 式 (10.6.13) 、 式 (10.6.19) 、 式 (10.6.26) 和 式 (10.6.33) 所 示 的 显 式 
问题 . 
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